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E�5��� "5� ���.�"� ��#�!� ���:��2 �!;$�����" H � " ��5�$E��< 5��"E�
:� �< �E!�"�!$: � � "��E�"���� ���:���& #$.�"�< /$� )�C � -�!� ��
��C��5& " � "�"�.�����5�� /�!�$.9"��2 ����:���& 0 � ��#.�)� ��

����	�� �
T�#.�)& ���:��2 ��CE!�5��%�< #$.�"�< /$� )�C

A B A ∧ B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B A|B A ↓ BD D D D � � � �
D � D � � D � D
� D D � D D � D
� � � � � � D D

4� �!�5��"$9:�  !$;. � �$� � C �E�5��� #$.�"� /$� )�� H �����
������ ��"� #$.�"� /$� )�� H $ ���$ :�5. � C "�� #�.2%��  �.2 �5�� �!;$�
�����" � � �� $ �$� �< E��!�#�� "� ��$"��� E�!% �� "5� �� ��� "�!���" H
& � �� ��5�&�2 �$�� H ����"���5& 5E�:�� $ ���<����� ��E�!�:���& H
E���� $ " ������$ E�!&� $ �  �� �9� )�9 H ��� �9� )�9 H ��E.� �)�9 C
� "�"�.�����5�2 �

-�!�#!�"%� "5� ���.�"� ���:���&
A, B

�
C,

.�; � E�!�5"��:���5&
" �5�����5�� �� �< � "�"�.�����5��C �
• �*$%' �%(),
'%�% �*�#/ #	#''� � ¬(¬A) ≡ A;

• �*$%'0 ,(#& �%. #'.'%-. ,�
A ∧ A ≡ A

�
A ∨ A ≡ A

�
• �*$%' )0$
�	#''� ./ #. �%�% �

A ∨ ¬A ≡ 1;

• �*$%' -1�#/ #	'%-. ,� A ∧ ¬A ≡ 0;

• A ∧ 0 ≡ 0, A ∧ 1 ≡ A, A ∨ 0 ≡ A, A ∨ 1 ≡ 1;

• �#/ -.*)'* )
 *-.0),-. � $%' ��'$� ,3�
A ∧ B ≡ B ∧ A;

• �#/ -.*)'* )
 *-.0),-. � (0� ��'$� ,3�
A ∨ B ≡ B ∨ A;

• -�%
 1	'* )
 *-.0),-. � $%' ��'$� ,3�
A ∧ (B ∧ C) ≡ (A ∧ B) ∧ C;

• -�%
 1	'* )
 *-.0),-. � (0� ��'$� ,3�
A ∨ (B ∨ C) ≡ (A ∨ B) ∨ C;

• / %��%(,
 �'* )
 *-.0),-. � $%' ��'$� ,3�
A∧(B∨C) ≡ (A∧B)∨(A∧C);

• / %��%(,
 �'* )
 *-.0),-. � (0� ��'$� ,3�
A∨(B∧C) ≡ (A∨B)∧(A∨C);

• �*$%'0 + %/� *'* �# ¬(A∧B) ≡ (¬A)∨ (¬B), ¬(A∨B) ≡ (¬A)∧ (¬B).

%� (6�7- ,' 	�7./'. ;
 1�5./5. C ;<=J�@ <=I<C D ?(/37-,.0B2> 97/'97/2B + 3(AF+B C
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*���:���  �� �9� )�9 � ��� �9� )�9 #$�2�& �� 5 ��:�����  �.2 �5��
�!;$�����" & #$.�"$ /$� )�9 H � � 5E!�"��$S�25& ��� � C .�%� ��� � H
 �.� 5E!�"��$9�25& "��E�"���� "5� :� <�:� # ���� � �!;$�����" � F�
��S ���;$ 5/�!�$.9"��� �� ��� ��!���� �.& ��"�.2��� 5 ��:�����
 �.2 �5�� �!;$�����" �

• �*�#/ #	#''� (0� ��'$� ,3 -$,'	#''%3 $,
 �$%-. , */ �1& #'. ,) #$),
)*
 #'.'# $%' ��'$� ,3 �*�#/ #	#'� �0� */ �1& #'. ,)�
• �*�#/ #	#''� $%' ��'$� ,3 -$,'	#''%3 $,
 �$%-. , */ �1& #'. ,) #$),
)*
 #'.'# (0� ��'$� ,3 �*�#/ #	#'� �0� */ �1& #'. ,) �
� � � �� ��5)� �!;$�����" #$.�"�< /$� )�C E�5��"��� �� !��$.2�

���� "5����".���& �5�����5�� "�5.�".9"��2 H � 5��� "�5.�".9"���& H
�� ��!�����C "�!�� E��!�#�� �!� �$"��� & "�5.�".9"���& � �5����
��5�2 �� �;� "�5.�".9"���& "5����".9 S�25& �� E!�"�.�� "5����".�� �
�& �5�����5�� �!;$�����" #$.�"�� /$� )�� �� �� E!�"�.�� �#:�5.���&
5���� #$.�"�� /$� )�� � 1�E!� .�� H
"�5.�".9"���&

((x − 1)(x − 2) = 0 ∧ x = 1) ≡ (x = 1)
� �5����� �

"�5.�".9"���&
((x − 1)(x − 2) = 0 ∨ x = 1) ≡ (x = 1)

� <�#�� �
�.& �!$:��5��  �� �9� )�9 :� ��� �9� )�9  �.2 �< "�5.�".9"��2

E����:�9�2 "��E�"���� . �"�9 /�;$!��9 ��� :�  "��!����9 �$� �9
��� H ��E�5$9:� )� "�5.�".9"���& $ 5��"E:� E!�"�!$: "�� �$� � �
1�E!� .�� H

(x = a ∧ y = b ∧ z = c) ⇔






x = a
y = b
z = c

, (x = a ∨ y = b ∨ z = c) ⇔




x = a
y = b
z = c

.

M�E�%��� ����:���& � �C ��� ��������� C ����:���& �� �!��"��
;� ��#$� $ �� ��E���;�9 ��E!�"������< #$.�"�< /$� )�C � 1�<�C

A
H

B
� ��& � ������� � T�� � �������� �

A ∩ B = {x| x ∈ A ∧ x ∈ B},
A ∪ B = {x| x ∈ A ∨ x ∈ B},
A\B = {x| x ∈ A ∧ x 6∈ B},

A4B = {x| (x ∈ A ∧ x 6∈ B) ∨ (x 6∈ A ∧ x ∈ B)},
Ā = {x| x 6∈ A},

A × B = {(a; b)| a ∈ A ∧ b ∈ B}.
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A ⇔ B (¬A ∧ ¬B) ∨ (A ∧ B)
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• A ∨ B
H
(A|A)|(B|B)

H
(A ↓ B) ↓ (A ↓ B);

• A ∧ B
H
(A|B)|(A|B)

H
(A ↓ A) ↓ (B ↓ B).
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� � ∀ n ∈ N ∃ n+ ∈ N.

' � ∀ n ∈ N n+ 6= 1.
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(m ∈ N ∧ n ∈ N ∧ m+ = n+) ⇒ m = n.
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(1 ∈ M ∧ (∀ n ∈ M ∩ N n+ ∈ M)) ⇒ N ⊂ M.
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(a; b) + (c; d) = (a + c; b + d), (a; b) · (c; d) = (ac + bd; ad + bc).
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{
(a; b) ∼ (c; d)
(c; d) ∼ (f ; g)

⇒
{

a + d = c + b
c + g = f + d

⇒

⇒ a + d + c + g = c + b + f + d ⇒ a + g = f + b ⇒ (a; b) ∼ (f ; g).
���.�;�:�� ��"��&�2 �!������"��5�2 "����%���& E�!&� $

<
� � ��

5����2� $ E�����< 5E�""����%���&< ��� !�"��5�� �������� �� ��� 
��! �"��5�� � � #�:��� H ��"�����& �!������"��5�� E��!�#$S .�% � "��
 �!�5����& ".�5��"�5��C ����"���& ���$!�.2��< :�5�. �

M  ��$����"��5�� ����"���& �� �������& ���$!�.2��< :�5�. ��
����:���& ��� "�E.�"�S  ��$����"��5�2 � �C � E�!��� ���$!�.2��<
:�5�. � M� ��E���;�9 #��E�5�!���2�� E�!�"�! � .�; � E�!�5"��:���5&
$ 5E!�"������ �5�) ����"��;� �� ��5�!�#$��"��;� �� ���" �

((a; b) + (c; d)) + (f ; g) = (a + c + f ; b + d + g) =

= (a; b) + ((c; d) + (f ; g));

((a; b) · (c; d)) · (f ; g) = (ac + bd; ad + bc) · (f ; g) =

= ((ac + bd)f + (ad + bc)g; (ad + bc)f + (ac + bd)g) =

= (acf + bdf + adg + bcg; adf + bcf + acg + bdg) =

= (a(cf + dg) + b(cg + df); a(cg + df) + b(cf + dg)) =

= (a; b) · (cf + dg; cg + df) = (a; b) · ((c; d) · (f ; g));

(a; b) · ((c; d) + (f ; g)) = (a; b) · (c + f ; d + g) =

= (a(c + f) + b(d + g); a(d + g) + b(c + f)) =

= ((ac + bd) + (af + bg); (ad + bc) + (ag + bf)) =

= (a; b) · (c; d) + (a; b) · (f ; g).
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{

(a; b) ∼ (a′; b′)
(c; d) ∼ (c′d′)

⇒
{

a + b′ = a′ + b
c + d′ = c′ + d

⇒

⇒ (a + c) + (b′ + d′) = (a′ + c′) + (b + d) ⇒
⇒ (a + c; b + d) ∼ (a′ + c′; b′ + d′).

(a; b) ∼ (a′; b′) ⇒ a + b′ = a′ + b ⇒
⇒ (a + b′)c + (a′ + b)d = (a′ + b)c + (a + b′)d ⇒
⇒ (ac + bd) + (a′d + b′c) = (a′c + b′d) + (ad + bc) ⇒
⇒ (ac + bd; ad + bc) ∼ (a′c + b′d; a′d + b′c) ⇒
⇒ (a; b) · (c; d) ∼ (a′; b′) · (c; d).
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(ab)c=a(bc);
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∀ a ∈ G (aa−1 = e ∧ ae = a).
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(a−1a)a−1 = a−1 �� �.�����H
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aa−1 = e,
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a = ea = (aa−1)a = a(a−1a) = ae.
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b = b(ac) = (ba)c = c.
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∀ a, b, c ∈ K a(b + c) = ab + ac, (b + c)a = ba + ca.
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0 · a = (a − a) · a = a · a − a · a = 0 = a · (a − a) = a · 0.
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a1 = a, ∀ n ∈ N an+1 = ana.
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K × (K\{0}) ��� ��� �� � "����% ���& �

(a; b) ∼ (c; d) ⇔ ad = bc.

*:�"���� H � �
(a; b) ∼ (ac; bc),

& � �
bc 6= 0.

I�/.� 5�"��5�2 "�����
%���& �:�"���� H 5����!�:��5�2 "�E.�"�S �  ��$����"��5�� �������
�& � � �"����� �!������"��5�2 "����% ���& �
{

(a; b) ∼ (c; d)
(c; d) ∼ (f ; g)

⇔
{

ad = bc
cg = df

⇒ adcg − bcdf = cd(ag − bf) = 0.
�'�

� � �
c = 0,

��
ad = df = 0 ⇒ a = f = 0,

#�  �.2)� �� ��S � �.2�� �"
�$.& � � � � �

c 6= 0,
�� � �5����2�� !�"��5�� $ 5E�""����%���&< �'�

��S�� �
ag = fb ⇔ (a; b) ∼ (f ; g),

� � C E��!�#�� #$.� ��"�5�� � T� ��
:���� H ∼ � "����% ���& � "�"�.�����5�� �

1�
K × (K\{0}) ������ ����"���& �� �������& �

(a; b) + (c; d) = (ad + bc; bd); (a; b) · (c; d) = (ac; bd).

6��$����"��5�2 )�< � �C � !��$.2���  ��$����"��5�� "��E�"����< � �C
$  �.2)�

K.
��"����� 5E!�"�����& �5�)����"��< �� ���" �

((a; b) + (c; d)) + (f ; g) = (ad + bc; bd) + (f ; g) =



� �

= ((ad + bc)g + bdf ; bdg) = (a(dg) + b(cg + df); b(dg)) =

= (a; b) + ((c; d) + (f ; g));

((a; b) · (c; d)) · (f ; g) = (acf ; bdg) = (a; b) · ((c; d) · (f ; g)).
-� ����� H � �  .�5 � "�"�.�����5�� � ��� ∼ 5$�� C ��#$� $ E�!

��.����2 .�%� "��  .�5�" � "�"�.�����5�� ����� �" � ������ �" �
� � � { (a; b) ∼ (a′; b′)

(c; d) ∼ (c′d′)
⇔
{

ab′ = a′b
cd′ = c′d

⇒
{

ab′dd′ = a′bdd′

bb′cd′ = bb′c′d
,
��

(ac)(b′d′) = (a′c′)(bd) ⇔ (ac; bd) ∼ (a′c′; b′d′) ⇔
⇔ (a; b) · (c; d) ∼ (a′; b′) · (c′; d′),

(ad + bc)b′d′ = (a′d′ + b′c′)bd ⇔ (ad + bc; bd) ∼ (a′d′ + b′c′; b′d′)
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1 3 3 1

1 4 6 4 1
. . . . . . . . .

� 
� 
 � ������ ����6��

45865�> � 
 � 
� (%),
 �'%�% '*.1/ *
 �'%�% � .* (%),
 �'0� #
 #& #'
.,) $,
 ��� " .* � & * & % �
(a + b)n = C0

nan + C1
nan−1b + C2

nan−2b2 + · · · + Cn
nbn.

� 8?5F577R 
 -����� 5E�:�� $ ��"�����& H � � �!$��$S�25& �� 5$��
 ��#�����!��< ��! $"���&< �

(a + b)n = (a + b)(a + b)(a + b) · · · (a + b)︸ ︷︷ ︸
n

!���"
.

�+�

� � � "� ����� "5� � �� �������& H "� �!�5��"$9:� !��E�� �.2��C ���
 �� H �� ��!���S�� 5$�$ ����� �" "�;.&�$

an−jbj.
-!� $�"�!����  �� �

��;� �� �;� ����� � #�!$�2 $:�5�2 & 5E �"������ �
a
�#�

b
$  ����C

� �$�� E!�"�� :�5���� !�"��5�� �+� � � �� ��� 
an−jbj "��� �S H & � �

�� "�#�!��� �
j
�$�� 5E�"������ 

b, �
� !�%��

(n−j)
�$�� �

5E�"������ 
a,

� � ����� �!�#���
Cj

n

5E�5�#��� �
F9 � ���!��$ ��"��&�2 ������� ��������:��� ���$ )�� H "� �!�5�

��"$9:� 5E�""����% ���& �, � � � �S�� �

(a + b)1 = a + b = C0
1a + C1

1 b,

��#�� !�"��5�2 �+� 5E!�"��$S�25& �.&
n = 1.

� � � !�"��5�2 �+� 5E!�"�
��$S�25& �.& ���$!�.2��;�

n,
�� �

(a + b)n+1 = (a + b)(a + b)n =

= (a + b)
(
C0

nan + C1
nan−1b + C2

nan−2b2 + · · · + Cn
n bn

)
,



��

� � ��!�"�9S �

C0
n+1a

n+1 + C1
nanb + · · · + Cn

nabn +
+ C0

nanb + · · · + Cn−1
n abn + Cn

n bn+1 =
= C0

n+1a
n+1 + C1

n+1a
nb + · · · + Cn

n+1abn + Cn+1
n+1 bn+1 .=>B; :F8A J 
 � %(*)�0

(1±1)n -1& %� (%(*'$,) �* (%�%& %�%� � ,'%& 
'%3 �%/& 1
0 � & * & % �
C0

n + C1
n + C2

n + C3
n + · · · + Cn

n = 2n;

C0
n − C1

n + C2
n − C3

n + · · · + Cn
n · (−1)n = 0.

-�!% � !�"��5�2 ��S E!���!�  ��#�����!�� �.$��:���& �  �.2 �5�2
"5�< E��������

n
��.�������� ������� ��!�"�9S 5$�� �� ���� 5��

k$ ����< "�� D ��
n

" .9:��  �.2 �5��
k
��.�������< E�������� �

� 
� 
 ��46����� � �� ��� ����7 ���8
�>F>@> O 
 �$,
 �$0 ,-'1 �
�0�/ %)0�# '*.1/*
 �'0� 	0-#
 � -1& *
�0�/ $%� '%�% � � $0� (%/ ,)'�  � �


8�? 	R�>77R 
 M��C����  �.2 �5�2 !����<
n
�)�/!�"�< :�5�. H ��E��

5���< �� ��E���;�9
n0

�$. �" H
n1

�����)2 H
n2

�"�C� H ��� H
n9

��" �&�� H
��

n = n0 + n1 + n2 + · · · + n9.
�3�

1� E�!%��$ ��5)� ���� 5��&�� ���� �
(n−n0)

)�/! H "�������< "�� D H
�� �!$;��$ � ���� �

(n − 1)
��� H � � ��.�% ��25& H �� �!��2��$ � ����

�
(n − 2)

��< H � � ��.�%��25& H � �� �� � � � � "5� )�/!� ""����� !���
���� H �� $�"�!��� �� �� :���� E�5. ���"��5�� !���� H � �<�&  �.2 �5�2
��!�"�9S �

(n − n0) · (n − 1)!
*5����S :�5.� S ��#$� �� %$ ����  �.2 �5�� C  �.2 �5��C E�!�5�����
"� ������ �

n0
H
n1

H
n2

H ��� H
n9

�.������" � *��� H %$ ���  �.2 �5�2
��!�"�9S �

(n − n0) · (n − 1)!

n0! · n1! · n2! · · ·n9!
.

�0�

%:2L'6;-2> (;2. .2./'9 L2.3'--4 ;(,7-( ,73 + C 934 ;(1-(F( 6(@1 �4@7--4 E+<8@7,7L + ,(./7/-0( @-7-0 P -7)5/2* 5 ;(L7/B(12* B37.7* C



��

6�.2 �5�2 !����<
n
�)�/!�"�< :�5�. H 5$�� )�/!  ����;� � & �<

��!�"�9S
m,

S 5$��9 ����� �" "�;.&�$ �0� �� "5��� E�5. ���"��5�&��
��"�� �S���< )�.�< :�5�. {nj}9

j=0

H �.& & �< ��S�� �

0 · n0 + 1 · n1 + 2 · n2 + 9 · n9 = m.
�7�

1� E�!%�C E�;.&� H ����:$ , !��" �&���� � -!����.��$S�� H ��5 �.2�
 � �/� ��"�� � I��;.&���� "�E�� �

m = 3, n = 5
�

m = 6, n = 8.
��5.� ' � 3 E����� "��E�"���� 5$��9 + � 7 )�/! � -�����& "E�!&� �
 $S�� �� �!�5����&�  �.2 �5�� " �������< "�� D )�/! H � �.& 5��.��
 �.2 �5�� � �� 5E�����&� ��C#�.2%�;� :�5.� H & � ����� ��E�5���
�� ��E���;�9 )�< )�/! � T� � E�����& � 5"�S!���� /�!�� ��E�5$
E�5. ���"��5��C :�5�. {nj}9

j=0

H � � ����"�.2�&9�2 $��"� �3 H 7� �

3 = 3 + 0 + 0 + 0 + 0 = 2 + 1 + 0 + 0 + 0 = 1 + 1 + 1 + 0 + 0,

6 = 6 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 5 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 =
= 4 + 2 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 3 + 3 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 =
= 4 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 3 + 2 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 =
= 2 + 2 + 2 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 3 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 =
= 2 + 2 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 =
= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0.
M��C���� 5$�$ "��E�"����< ����� �" "�;.&�$ �0� H "�.$:�"%� ����

����& �� D � � � � �� ��E�5$ �!�/����:��< � �C �� E���"%� 5$�� ���� ��
"�< ����� �" $ "�;.&� � ��#$� $ "�.�:�� ����� �" �� �<�9  �.2 �5�2 �

1 +
2 · 4!

3!
+

3 · 4!

2! · 3!
= 1 + 8 + 6 = 15.

*��� H �5�$S �+ E �&��)�/!�"�< :�5�. H 5$�� )�/!  ����;� � & �<
��!�"�9S ' �

1 + 2 · 2 · 7!

6!
+

2 · 7!

6! · 2!
+

3 · 7!

5! · 2!
+

3 · 7!

5!
+

3 · 7!

5! · 3!
+

+
4 · 7!

4! · 3!
+

4 · 7!

4! · 2! · 2!
+

5 · 7!

3! · 4!
+

6 · 7!

2! · 6!
=

= 1 + 28 + 7 + 63 + 126 + 21 + 140 + 210 + 175 + 21 = 792.
T� �� :���� H �5�$S 0	� "�52��)�/!�"�< :�5.� H 5$�� )�/!  ����;� �
& �< ��!�"�9 S 3 � *:�"���� H � � ��E!�E���"��� !��" �&����& E�" �&����



� �

�  ���5�!�/ �:��� �!�5����&�  �.2 �5�� �#:�5.��2 E!� �#�.2%����
m�

n
�
� ,(-.1�',-. � ����:� , $ ���$H � � ����;���& 5�5�������$"���

5E�5�# ��!�����& "��E�"�� � % ��"<�S �� E��!�#����& ����:� �� "�.��
 $  �.2 �5�2 ��%�<  ��#�����!��< ����: � 4�&".&S�25& H "5����"�"�
%� ��& � !� $!����� 5E�""����% ���& H ����� �5����� ����%��� �#5&;
�#:�5.��2 � 8��� " )2��$ E�.&;�S �%)	*
 �',-. � )�S� ��� �:� �
45865�> �� 
 � %�'*	0& % 	#/ #� c(n, m)

$,
 �$,-. �
n

�0�/ %)0� 	0-#
 �-1& * �0�/ � $0� (%/ ,)'�  � � �%(, & *.0& #& % �

c(1, 1) = c(1, 2) = c(1, 3) = c(1, 4) = c(1, 5) = c(1, 6) =

= c(1, 7) = c(1, 8) = c(1, 9) = 1;
�	�

c(1, 10) = c(1, 11) = c(1, 12) = · · · = 0;
��D�

c(n, m) = c(n − 1, m) + c(n − 1, m − 1) + c(n − 1, m − 2) +

+ · · · + c(n − 1, max(1, m − 9)).
����

� 8?5F577R 
 N��E�5�!���2�9 E�!�"�! �9 ����� E�!�5"��:���5& "
�5�����5�� ! �"��5��C �	� �D� � � �"����� !� $!����� 5E�""����%���&
���� � N$�2�& �

n
�)�/!�"� :�5.� ����� ��!����� %.&<�� ��E�5$"��

��& ��
(n−1)

�)�/!�"�;� :�5.� E!�"�!$: �$ !��!&� �����)2 � ����S� �
)�/! � -!� )2��$ 5$�� )�/! :�5.� �!�5��S �� "�.�:��$ ��E�5$"����
)�/!� � T� �� :���� H $ 5E�""����% ���� ���� E�!%�C ������ .�"�!$:
"�� ��� � !�"��5�� "��E�"���S ��E�5$"���9 D H �!$;�C � ��E�5$"���9
�H �!���C � ��E�5$"���9 � � �� �� �

I� $!����� E!�"�.� ����"���& ���� !���� � E�:�� �"��� ���:���
�&�� �	� �D � ��S E�"�� !��" �&����& ����:� �

� E�����C ��#.�)� 0 �

• E�!%�C !&�� ��5���2 "�.�:���
m = 1,

� H ' H ��� H �D H E�!%�C
5��"E:� � "�.�:���

n = 1,
� H ' H ��� H �D H � !�%�� �.������"

��#.�)� � "��E�"���� "�.�:���
c(n, m)

�
• $ �!$;��$ 5��"E:� $

c(n, 1) = 1
��5�$S S����

n
�)�/!�"� :�5.�

1 000 · · ·000︸ ︷︷ ︸
n − 1

-530
H 5$�� )�/! & �;� ��!�"�9S �� �

• & � �
n > 1

H ��
c(n, m) = c(n − 1, m) + c(n, m − 1)

�



��

����	�� �

4��E�"��2 �� ����:� , " � !���< "�E�� �<
� � ' , + 3 0 7 	 �D

� � � � � � � � � � D
� � � ' , + 3 0 7 	 	
' � ' 3 �D �+ �� �7 '3 ,+ +,
, � , �D �D '+ +3 7, ��D �3+ ��	
+ � + �+ '+ 0D ��3 � �D ''D ,	+ 0�,
3 � 3 �� +3 ��3 �+� ,3� 0	� ��70 �DD �
0 � 0 �7 7, ��D ,3� 	�, �0�3 'DD' +DD,
7 � 7 '3 ��D ''D 0	� �0�3 ','� 3,'+ ��,'	
	 � 	 ,+ �3+ ,	+ ��70 'DD' 3,'+ ��70D �,'D	
�D � �D ++ ��D 0�+ �DD� +DD+ ��,,D �,' �D ,73 �	
�� � �� 33 �73 �DD � 'DD' 7DD7 �	,,7 ,'0+7 	�'00
�� � �� 07 '3, �'3+ ,'37 ��'03 ' �7�, 0++7� �30	+	
�' � �' 	 � ,++ �7�D 3 �77 �7+3, +D'77 ��+	0D �	'	�	
�, � �, �D+ +3D �'7D 7+37 �0�'� 00+�D �D',	D ,	0, �	
�+ � �+ ��D 37D 'D3D ��3�7 '703D ��3�7D ' �	00D 7 �0�7	
�3 � �3 �'3 7 �3 '703 �++D, +,�3, �0D+,, ,	D' �, �'D0+D'
�0 � �0 �+' 	3	 ,7,+ �D',	 0,3 �' �,+�+0 0'+,0� �D,�	0,
�7 � �7 �0� ��,D +	7+ �3'', �DD	,0 ',3 �D, �D7 �+0+ ' ��,+,	
�	 � �	 �	D �''D 0' �+ ''3,	 �',+	3 ,7D0DD �+3��0+ ,3737�,
�D � �D ��D �+,D 77++ ,�+D, �00�DD 3+07DD ���DD0+ 3	D37		
� 5�> �
 � $! % m > 9n

� .%
c(n, m) = 0

� � $! % �
m ≤ 9n

� .% & *
.0& #& % �
c(n, m) = c(n, 9n + 1 − m).

����
� 8?5F577R 
 -�!%� �"�!�����& ���!��� � ��5. ��� ��;� H � � 5$��
)�/!

n
�)�/!�"�;� :�5.� �� E�!�"�� $S

9n
� � �"�� ��� �!$;� �"�!����

��& H E�5��"�"%�  �����$
n
�)�/!�"��$ :�5.$

x
�� 5$��9 )�/!

m
$

"��S��� �������:�$ "��E�"����5�2
n
�)�/!�"� :�5.� �D

999 · · ·999︸ ︷︷ ︸
n − 1

,'1 �4/B7−x
H

5$�� )�/! & �;� ��!�"�9 S �
9n + 1 − m

� -!� )2��$ E�!%� �"������
�� "�� D� )�/!�

i1
:�5.�

x
�����9S�25& �� )�/!$ �D−i1

H �  ����
� ��5�$E��< )�/!

ij
H � � E�!�#$"�9�2 $ ����< "�� D �� 	 " .9:�� H

�����9 S�25& �� 	−ij
�" ��< 5���< ����< � H

j = 2,
' H ��� H

n
� M �5�$"���&

"��S��� �������:��� "��E�"����5�� C "�E.�"�S !�"��5�2 ���� �
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���� �� � � � �� ������� ��� ��������

� 
�
 3 �����8 � ���� ����� � �������

��7>@577R J� 
 � ,
 ,-'# $,
 ��#
K
'*�0)*�. � #)$
 ,(%)0& # � � $! % ,-
'1 .*$* �1'$� ,�

g : K\{0} → N
� � ,(& '%� 0'0 '#'1
 �)0� #
 #& #'
.,) $,
 ��� 1 & '%� 0'1 '*.1/*
 �'0� 	0-#
 �#)$
 ,(%)* '%/& *� � ! % �

• (
� (%),
 �'0� ()%� ),(& ,''0� ),( '1
� #
 #& #'. ,) $,
 ��� '%/& *3�'�%�% (%�1.$1 )0�'*	#'* , '# & #'� *� ',� '%/& * $%� '%�% �'0� �
∀ a, b ∈ K a 6= 0 6= b ⇒ g(ab) ≥ g(a);

��'�

• (%),
 �'0
 #
 #& #'. $,
 ��� �(,
 #'#� �*)� (0 & %� '* �%(,
0.0'* ),(& ,''0
 ),( '1
� #
 #& #'. �(,
 �'0$� �#� %-. *	 , *�% . *$�
! %� #)$
 ,(%)* '%/& * %-.*	 , �1
 * & #'� %� � ',� #)$
 ,(%)* '%/ 
& * (,
 �'0$* �

∀ a, b ∈ K a 6= 0 ⇒ ∃ q, r ∈ K

{
b = aq + r,
r = 0 ∨ g(r) < g(a).

��, �

2 )0-
 %)
� )*'', ���� " � (,
 �'0$� � � (,
 #'#� � � 	*-.$*�
� � %-. *	* ),( (,
 #''� �

45865�> ��
 � ,
 ��# � ,
0� 	0-#
 � #)$
 ,(%)# $,
 ��# � '%/& %� �
g(n) =

{
n,

& � �
n ∈ N ∪ {0};

−n,
& � �

n 6∈ N ∪ {0}
�

, '#),( � &'0& 0 %-.*	*& 0 �
� 8?5F577R 
 4.�5��"�5�2 ��!�� ��'� "�E.�"�S � ".�5��"�5��C ����
����& ���$!�.2��< �� )�.�< :�5�. � � �"����� ".�5��"�5�2 ��, � �.&
 �.2)& )�.�< :�5�. �

� � �
b = 0 6= a,

�� �5�$S E�� ���&
b = a · 0 + 0.

%H1B3+, ;)32@0B( >�
@>JJ ,( - C ' CC D ,71-0(F6'E0B2> 97/'97/2B C �7;(L7/B5A171 7B.+(97/2L-2> 12B37, F'(9'/6+8 5 .1(<95 -7>1+,(9+?(95 /1(6+ �O(L7/B2� C
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I��;.&���� ����.2�� "�E��� ���$!�.2��<
a, b,

& � ����� E�����
$ "�;.&� � 5$�� �����)2 �

a = 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
a
!���"

, b = 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
b
!���"

.

-����:��� :�!��
q

�� 5���.2�$  �.2 �5�2 ;!$E E�
a

�����)2 H & �
����� "�� �.��� $ E������ :�5.�

b.
T�� � )�.� :�5.�

r = b−aq
.����2

$ ����< "�� D ��
(a− 1)

" .9:�� H ��#�� �5�$S E�� ���& ��, � :�5.�
b :

q
!���" E�

a
!���"

︷ ︸︸ ︷
1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸

a
!���"

+ · · · + 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
a
!���"

+ 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
r
!���"

.

1�<�C �.&
b < 0 < a

��"�� �S���
q′

�
r′

� :�5� � C �5��:� "�� � �.���&
−b

��
a

���" � E�E�!���� ��! $"���& � � T�� � ��S�� � −b = aq′ + r′
�

b = a · (−q′) − r′.
� �5� $

q
�� �5��:$

r
"�#�!��� �� �� �� E!�"�.�� �

& � �
r′ = 0

H ��
q = −q′

�
r = 0

H ��� %�
q = −q′ − 1

�
r = a − r′

�
1�<�C �.&

a < 0 < b
��"�� �S���

q′
�

r′
� :�5� � C �5��:� "��

� �.���&
b
�� −a

� T�� � ��S�� �
b = −aq′ + r′ = a · (−q′) + r′.

4�#�!���
q = −q′, r = r′.1�<�C �.& "�� �S���<

a
��

b
��"�� �S���

q′
��

r′
� :�5� � C �5��:�

"�� � �.���& −b
�� −a

� T�� � ��S�� � −b = −aq′ + r′ ⇔ b = aq′ − r′.
� �5� $

q
�� ��"�� �S��$ �5��:$

r
"�#�!��� �� �� �� E!�"�.�� � & � �

r′ = 0
H ��

q = q′
�
r = 0

H ��� %�
q = q′ + 1

�
r = −a − r′

�

� 
2 
 � ��������� ������ �� �����
��7>@577R J�
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � +'%�%	
 #'%& �& ,''%3 � '*�0)*�. � �1'$� ,� .*$%�% )0�
� (1# �
f(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 =

n∑

j=0

ajx
j .

��+�

%934 .B(6(L'-(F( @7;2.5 .592 1267@+1 P =( @73':7/0 1+, -7/56730-(F( +-,'BA.5 P 12B(62./(15M /0 ;(@-7L'--4 .592
Σ
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 � �0-
 *
an, an−1,

��� �
a1, a0

� $%#� ,� , '.0 & '%�%	
 #'* �
� � � $! % an 6= 0,

.% )0/ *� ���� � &'%�%	
 #' �
�% -. #�#'� �
an

�

%�% -.*/�0
 $%#� ,� , '. �

a0
� ),
 �'0
 	
 #' �

� �
Q[x]

� $,
 ��# & '%�%	
 #',) �& ,''%3 � '*( �%
 #&
Q

� &'%� 0'*)-,� & '%�%	
 #',)� $%#� ,� , '.0 � $0�  #
 #& #'. *& 0 �%
�
Q,

�%�#/ *� ,�& 0 (%(*)*''� .* & '%� #''� �
n∑

j=0

ajx
j +

n∑

j=0

bjx
j =

n∑

j=0

(aj + bj)x
j ,

n∑

j=0

ajx
j ·

m∑

k=0

bkxk =

n∑

j=0

m∑

k=0

ajbkxj+k.

� � � $! % f(c) = 0,
.% 	0-
 %

c
� $%/ ,'� &'%�%	
 #'* f(x)

�

���;�:.�� � :�5� �"�C "�E��� !�)����.2��� /$� )�� � *#:�5.9 �
"��� ���:���& ���;�:.��� �!$:�� �� �� �9 /�!�$.�9 �

((· · · ((anc + an−1)c + an−2)c + · · ·)c + a1)c + a0,

��E�5$9:� E!���� �� !��$.2���� $ ��#.�)9 H " & �C �

• �.������ ��;� !&� � H E�:���9:� "�� ��;� �.������ H�  ��/ �)�S��
�� ���;�:.��� H ��E�5��� $ E�!&� $ 5E�����& 5��E��& ������� �

• �.����� ��;� !&� � H E�:���9:� "�� '�;� �.������ H ��!�"�9 S 5$��
�.������ ��#.�)� ��� �#:�5.9"���� �.������� � E�E�!�����
�.������� !&� � H E��������� ��

c
H � � S ���� �.������� ��;�

!&� � �

an an−1 an−2 ... a0
� an an−1 + can an−2 + c(an−1 + can) ... a0 + c(...(an−1 + can)...)

T� $ ��#.�)9 � "��E�"����C �.;�!��� ����"�9�2 5<���9 G�!��!� # �
%: +3049. 9:(-. �(6-'6 ;<I=�@ <=>IC D E-F3 +>.0B2> 97/'97/2B C O67EM171 5F735@+ 73F')62 C
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 � ,
 ��# & '%�%	
 #',) %(', 3 �& ,''%3 '*( �%
 #& � #)$
 ,
(%)# $,
 ��# ! %(% '%/& 0 � ! %  -. #�#'#& & '%�%	
 #'*� �� ,
 �� #'0&'* %(0'0�� � �'*$� # $*� 1	0 � 1 $,
 �� , & '%�%	
 #',) & %� '* (,
0.0
� %-.*	#� '* ),(& ,'', ),( '1
� & '%�%	
 #'0 . *$ � ! %� %-. *	* (%/ ,)
'� )*
 * '1
� � *�% 33 -. #� ,'� �1) & #'�0
 � ',� -. #� ,'� (,
 �'0$* �
� 8?5F577R 
 M�$"����� H � � E!� � �.���� �� 5��.$H "������$ "�� �$�
.& H �5��:� ��!�"�9S �$.9 � � �"����� ���!��$ ������� ��������:���
���$ )�� �� 5��E���� � �.���;� �.& "�������;� "�� �$.& � �.2�� �

f(x)5��E��&
n

�� 5��!%��  ��/ �) �S����
an 6= 0.

�� � � � 5��E��2 � �.2�� � #�.2%�C H ��� 5��E ��2 � �.���;� H �� :�5��
 � ��!�"�9S �$.9 H � �5��:� � � �.����$�

� � -!�E$5���� H � � �.& "5�< ���;�:.�� �" H 5��E ��2 & �< �� E�!�"��
� $S

m
H �5�$S E�����& �< $ "�;.&� � 5$�� �

f(x) · q(x) + r(x),
��3�

��
q(x)

��
r(x)

� ���;�:.��� �������
x
H E!�:��$

r(x) = 0
�#�

5��E ��2
r(x)

���%�C H ���
n.

1�<�C

g(x) = bm+1x
m+1 + bmxm + bm−1x

m−1 + · · · + b1x + b0
�

��"�.2��C ���;�:.�� 5��E��&
m + 1 ≥ n

H
bm+1 6= 0.T�� � �������� �

g(x) =
bm+1x

m+1−n

an
f(x) +

(
g(x) − bm+1x

m+1−n

an
f(x)

)
,

�� "�!�� $ �$� �< � ���;�:.�� H 5��E ��2 & �;� �� E�!�"��$S
m

H
�.& & �;� �� E!�E$� ���&� ���$ )�� �5�$S E�����& ��3� � T� ��
:���� �

g(x) = f(x)

(
bm+1x

m+1−n

an
+ q(x)

)
+ r(x),

��
q(x)

��
r(x)

� ���;�:.��� �������
x
H E!�:��$

r(x) = 0
�#�

5��E ��2
r(x)

���%�C H ���
n.
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 �#%/ #& * -�/*)(� 1 . �-� (
� (%),
 �'%�% �%
� $%#

� ,� , '. ,) �

� �.���& � �5��:�9 $ ���;�:.���" �� �C5�9S�25& �� 5��� H & � � ��
.���& )�.�< :�5�. � �$ 5��"E:� � � 1 �E!� .�� H �� � E�����& �

6x5 − 17x4 + 25x3 − 31x2 + 13x + 10 =

= (2x2 − 3x + 1)(3x3 − 4x2 + 5x − 6) − 10x + 16
�

��!��$9�2 $ !��$.2���� "� �����& �� �< � �C �

6x5 − 17x4 + 25x3 − 31x2 + 13x +
�D

2x2 − 3x + 1
6x5 − 9x4 + 3x3 3x3 − 4x2 + 5x − 6

− 8x4 + 22x3 − 31x2

− 8x4 + 12x3 − 4x2

10x3 − 27x2 + 13x
10x3 − 15x2 + 5x

− 12x2 + 8x + 10
− 12x2 + 18x − 6

− 10x + 16
� �.���& �$ 5��"E:� � �� �C5�9 S�25& ����% ���&� 5��E��& � �.���;� �

� 
� 
 ������� ���6 �� � � ���� ��4�
45865�> �J �E5�? � 
# �-.*	* ),( (,
 #''� & '%�%	
 #'* �& ,''%3 � '*
(x − c)

(%/ ,)'�  �'*	#''� &'%�%	
 #'* (
�
x = c.

� 8?5F577R 
 -�� �.��� ���;�:.�� ��+� � �5��:�9 ��
(x − c)

�

f(x) = (x − c) · q(x) + r,
��0�

��
q(x)

� ��& �C ���;�:.�� H
r
� 5��.� � - �� 5��"�"%� ���:���&

x = c" !�"��5�2 ��0� H ��S�� �
f(c) = r.

T� �� :���� H 5<��� G�!��!� � 5<���
�#:�5.���&  ��/ �)�S���" :�5� � ��.������ ��;� !&� � H E�:���9:� �
��;� � �� �5��:� ��5�����C �.����� ��;� !&� � ��#.�)�� "�� � �.���& ��
.���C��C "�!��

(x − c).
%H/0<- �'@5 ;<I>J@ <I=>C D Q67-E5@0B2> 97/'97/2B C �6()21 1-'.(B 5 /'(6+M3 +-+>-2* 6+1-4-0 + 12@-7L-2B+1 C N(@12-51 /'(6+M 12B3ML'--4 @9+--2* +@ .2./'96+1-4-0 12=2* ./';'-+1 C
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 ��,('% � .#%/ #& %� � #�1� & * & % �
� � � $! % - � $%/ ,'� & '%�%	
 #'* f(x),

.%
f(x)

(,
0. �-� �#� %-.*	 ,'*
(x − c)

�

 � � ,
 �$,-. � $%/ #',) & '%�%	
 #'* '# �#/ #)0! 1 -. #�#'� & '%�%


	
 #'* �
��7>@577R J= 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � � ,
 �'0$%& "  � ��%�'*	*�. � .*$ �
a

���
b
*�%

b | a
� � � $! % �'*



(#. �-� .*$# �� ! % " (%/ ,)'�  (%�1.$1 ���

a

���
b ⇔ b | a ⇔ ∃ c a = bc.2 (*'%& 1 / *� , $*� 1. �� ! % "  $/ *.'0& �� " (,
0. �-� '* � �#�%-.*	 ,�


 � � %/ #'#& & '%�%	
 #'* f(x)
'*.1/ *
 �'%3 $/*.'%-. , �  �� � $! %

f(x)

���
(x − c)k,

*
 #
f(x) 6

���
(x − c)k+1.

� �# ���C��  !����5�2  �!��&
c
H ��5����2� E�� �.��� ���;�:.�� ��

.���C��C "�!��
(x − c)

H "� �!�5��"$9:� 5<��$ G�!��!� H �� ��< E�! H
E� � �5��:� "�� � �.���& E�!�5���� ��!�"�9"��� D �

� 
� 
 � ��5 ���7 �� �� ������ � �����4
4� .�� ���!�� E�� �.2��5�� �� �C5���� �.& �" .���"�;�  �.2)& #��

"� �!�5����&  �� !����;� "��$  �.2)& )�.�< :�5�. �.& ��;� H � �#
"� �!�5���� )� !��$.2���� " ��5. ������� ���;�:.���" �
��7>@577R JJ 
 � *
� ,
 ��0& -� ,
 �'0& (,
 �'0$%& " .* �  �

(
�*�0 
-1�. � .*$ �

p =
18�

(a, b))
� � $! % �

• � � -� ,
 �'0
 (,
 �'0$ " .* �� .%�.%
a

���
p ∧ b

���
p
�

• �1(�
� $0
 ,'�0
 -� ,
 �'0
 (,
 �'0$ " .* � � (,
 �'0$ � �

(a

���
q ∧ b

���
q) ⇒ p

���
q.
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� "�E.�"�S � ����:���& H �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
n
$  �.2)�

)�.�< :�5�. ��S�� � 18�
(0, 0) = 0,

18�
(0, n) =

18�
(0,−n) = n.

�>??>�577R �� 
 � 
� %('%�'*	'%-. , ./*$.1)*''� �%'�..� '*
 

� ,
 ��0
 -� ,
 �'0
 (,
 �'0$ �1(#& % / %�1& ,.0 � $ . *$0
 #
 #& #'. $,
 �

�� � ! % ),(�%),(* �%(*'%& 1 %�'*	#''� ,�

• 1 $,
 �� , � ,
0� 	0-#
 � '#),( � & '0
 �
• 1 $,
 �� , & '%�%	
 #',) 
%�% -.*/�0
 $%#� ,� ,#'. (%/ ,)'�  

1
�

8E!�"� � H & � �
d
��

d′
� ��C#�.2% � 5E�.2� � � �.2�� �

a
�
b,

�� �5�$�
9�2 �� �

k
�
k′ H E!� & �< �������� �

{
d = d′k′

d′ = dk
⇔
{

d = d′k′

d′ = dk
d = dkk′

⇔






d = d′k′

d′ = dk
d(1 − kk′) = 0

⇒
[

d = d′ = 0
1 = kk′ .

� � � 5E�.2��C � �.2�� ��!�"�9S �$.9 H �� C �.������  �.2)&
a
�

b
��!�"�99�2 �$.9 �

d = d′ = 0 ⇒ a = b = 0 ⇒ 18�
(a, b) = 0.� � � 5E �.2��C � �.2�� "�������C "�� �$.& H �� �

• $  �.2)� )�.�< :�5�.
k
��

k′ � ���$!�.2�� :�5.� H ��#$�� & �<
��!�"�9 S �H �"�� 5�

k = k′ = 1
�

• $  �.2)� ���;�:.���"
k

��
k′ � ���;�:.��� H ��#$�� � 5��!% �

 ��/ �)�S��� & �< ��!�"�99�2 �H �"�� 5�
k = k′ = 1.

���� � "�"�.����� ����:���& ��C#�.2%�;� 5E�.2��;� � �.2�� � �
4��� �� �� � E!���!� H & ����:���& '' H �.� �!$:��% � �.& ��"�����&
#�;��2�< ���!�� �
45865�> �O 
 � 
� " , � � #
 #& #'. ,) #)$
 ,(%)%�% $,
 ���

K,
� � $0�

� %	* � %(0' ),(& ,''0
 ),( '1
� � %�'*	0& % . *$1 & '%� 0'1 �
I(a, b) = {ax + by| x, y ∈ K}.2 � ,
 &'%� 0', �'*
(#. �-� ),(& ,''0
 ),( '1
� #
 #& #'.

d,
#)$
 ,
(%)* '%/& * g(d)

� $%�% '*
& #'� * �
∃ d ∈ I(a, b) g(d) = min

c∈I(a,b)
g(c) = min

x,y∈K
g(ax + by).

��7�



��

�%(, & '%� 0'*
I(a, b)

-$
 *(* . �-� � #
 #& #'. ,)� $/*.'0� � �

I(a, b) = {ax + by| x, y ∈ K} = {cd| c ∈ K}, ��	�

�/ 0	%& 1 d =
18�

(a, b)
� '*
�,
 ��0
 -� ,
 �'0
 (,
 �'0$ " .* ��

� 8?5F577R 
 T"�!�����& ��7� 5E!�"��$S�25& H #� $ ��E�!����C E�� �
������� !&�$ ���$!�.2��< :�5�. ��"��� �5�$S ��C���%�C �.������
1�<�C

d = ax + by.
-�� �.��� � �5��:�9 ��"�.2�$ . ���C�$  ��#���) �9

ax′ + by′ �� d
�

ax′ + by′ = dq + r = (ax + by)q + r ⇔ (x′ − xq)a + (y′ − yq)b = r.

4 �5�����C !�"��5�� . �"� � E!�"� :�5���� ��.����2 �� �������
I(a, b),��

r = 0
�#�

g(r) < g(d).
*5����& ��! �"��5�2 5$E�!�:��2 ����:���9

��7� � T� �� :���� H
r = 0,

� 5E!�"��$S�25& !�"��5�2 ��	� �

a = a · 1 + b · 0; b = a · 0 + b · 1; a, b ∈ I(a, b).

M;���� � ��	 � H ��S�� �
d
� 5E�.2��C � �.2�� 

a
��

b.
4����:�5 5E�.2��C

� �.2�� 
a
��

b
�#�" �&� �"� S � �.2�� ��

d
�

{
a = a′q
b = b′q

⇒ d = ax + by = (a′x + b′y)q

���
q.

*��� H
d
� ��C#�.2%�C 5E�.2��C � �.2�� 

a
�
b.

� 
� 
 �������� ��4� ���

��7>@577R JO 
 �('*$%)1 %-.*	1 ),( (,
 #''� '* � & *�. � " , ��
� $! % / ,�'0�� " , � (,
0. �-� '* - �#� %-. *	 ,�

a
c≡ b ⇔ (a − b)

���
c ⇔ (∃ q a − b = cq).

��D�

�5�$S � "�"�.����� /�!�� ��E�5$ 5E�""����%���& ��D� �
a = b

����
c
� �

45865�> �� 
 � $! % " , � & *�. � %('*$%)1 %-. *	1 �/ 0 (,
 #'', '* ��.% 18�
(a, c) =

18�
(b, c).
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 M ����:���& ��C#�.2%�;� 5E�.2��;� � �.2�� � ��S�� �

a = (b + cq)

��� 18�
(b, c)

c

��� 18�
(b, c)




⇒ 18�
(a, c)

��� 18�
(b, c);

b = (a − cq)

��� 18�
(a, c)

c

��� 18�
(a, c)




⇒ 18�
(b, c)

��� 18�
(a, c).

*��� H �5�$9�2 �� �
k, l ∈ K

H E!� & �< ��!���S�� �
18�

(a, c) = k
18�

(b, c)18�
(b, c) = l

18�
(a, c)

}
⇒
{

(1 − kl)
18�

(a, c) = 0
(1 − kl)

18�
(b, c) = 0

.

6�.2)�
K

�� ��5���2 � �.2�� �" �$.& H ���$ ��S�� �
kl = 1

� 4!�<$"�"%�
�� H � � �

• $  �.2)� ) �.�< :�5�. ��"�� �S���5�2
k
�
l
�

• $  �.2) � ���;�:.�� �" 5��!% �  ��/ �)�S���
k
��

l
��!�"�99�2 �H �

5��E ��2 ��#$� $ ���;�:.���" S 5$��9 5��E�� �" 5E �"������ �" H
��!���S�� �

k = l = 1.=>B; :F8A � �>;C86B>� �?A; :F> � 
 � #� *
 {an}
� .*$* �%-
 ,(%)
',-. � #
 #& #'. ,) #)$
 ,(%)%�% $,
 ��� � ) � $,


an+1
� %-. *	* ),( (,
 #' 
'�

an−1
'*

an, n = 2, 3, ...
��,('% � %�'*	#''�& #)$
 ,(%)%�% $,
 ��� �& * & % �

an+1 = 0 ∨ g(an+1) < g(an),
(#

g
� #)$
 ,(%)* '%/& * $,
 ��� �

! % '*�1)* '*.1/ *
 �'0� �'*	#'� � �#/ #� �# ,-'1 .*$# '*.1/*
 �'#
k
� �/ 0 � $%& 1

ak 6= 0, ak+1 = 0.
�%(, & * & % �

18�
(a0, a1) =

18�
(a1, a2) =

18�
(a2, a3) = · · · =

=
18�

(ak, ak+1) =
18�

(ak, 0) = ak.

1�E!� .�� H �� 5E�""����%��2
8827 = 2 · 4171 + 485,
4171 = 8 · 485 + 291,
485 = 291 + 194,
291 = 194 + 97,
194 = 2 · 97"�E.�"�S �� � !�"� �5�2 � 18�

(8827, 4171) = 97.
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 ��0
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 �'0
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 �'0$ (%/ ,)'�  %(0'0� ,� 18�

(a, b) = 1
� .%�.% $%
0,-'1�. � .*$, � .* 
� �/ 0 � $0�

ax + by = 1.45865�> �� 
 � $! % " .* � )�* & '% �/ %-. , � �� .% (%�1.%$ "� .*
$%� )�* &'% �/ %-.0
 � � �

18�
(a, c) =

18�
(b, c) = 1 ⇒ 18�

(ab, c) = 1.

� 8?5F577R 
 M;���� � $��"�9 H �5�$9�2 �� �
x, y, z, t

H E!� & �< �
{

ax + cy = 1
bz + ct = 1

⇒ (ax + cy)(bz + ct) = (ab)(xz) + c(ybz + yct + axt) = 1,

�"�� 5� ��S�� � 18�
(ab, c) = 1.45865�> �� 
 � $! % "� (,
0. �-� �#� %-.*	 , '* �� ! % )�* &'% �/ %-. #� "� .% � (,
0. �-� �#� %-. *	 , '* ��

{18�
(a, c) = 1

ab

���
c

⇒ b

���
c.

� 8?5F577R 
 M;���� � $��"�9 H �5�$9�2 �� �
x, y, z

H E!� & �< �

{
ax + cy = 1
ab = cz

⇒ b = b(ax + cy) = czx + bcy = c(zx + by)

���
c.

45865�> �� 
 � $! % � (,
0. �-� '* " , �� ! % )�* & '% �/ %-. ,� .% �(,
0. �-� 
 '* (%�1.%$ "� �





c

���
a

c

���
b18�

(a, b) = 1

⇒ c

���
ab.

� 8?5F577R 
 M;���� � $��"�9 H �5�$9�2 �� �
x, y, z, t,

E!� & �< �

{
ax + by = 1
c = az = bt

⇒ c = cax + cby = btax + azby = (xt + yz)ab

���
ab.
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45865�> �� 
 � $! % '#-$%/ %.'0
 (/ ,�# �� � � $%/ ,'� &'%�%	
 #'* � 

�% -. #�#'� ���� � � ,
0& 0 $%#� ,� , '. *& 0 � .% 	0-#
 �'0$ � � (,
 �'0$),
 �'%�% 	
 #'*

a0
� * �'*& #''0$ � � (,
 �'0$ -. */� %�% $%#� ,� , '.*

an
�

� 8?5F577R 
 -!�E$5���� H � �

f

(
p

q

)
= an

pn

qn
+ an−1

pn−1

qn−1
+ · · · + a1

p

q
+ a0 = 0 ⇔

⇔ anpn + an−1p
n−1q + · · · + a1pqn−1 + a0q

n = 0,

��� � �
anpn = −q

(
an−1p

n−1 + · · · + a1pqn−2 + a0q
n−1
) ���

q;

a0q
n = −p

(
anpn−1 + an−1p

n−2q + · · · + a1q
n−1
) ���

p.

T"�!�����& ���!��� "�E.�"�S �� "��S���� E!�5����
p
��

q
���" �

".�5��"�5�� E�� �.2��5�� )�.�< :�5�. � �
=>B; :F8A � 
 � 
� & '%�%	
 #'* � � ,
0& 0 $%#� ,� , '.*& 0 -�/ *)(� 1� 
. �-� .*$, . )#/ (� #''� �

• � ,
0
 $%/ ,'� � (,
 �'0$ ),
 �'%�% 	
 #'*�
• / *� ,%'*
 �'0
 $%/ ,'� & '%�%	
 #'* � , -. */�0& $%#� ,� , '.%&

� � � ,
 # 	0-
 % �
� 5�> = 
 � $! % � , � � )�* & '% �/ %-. , � ,
 , 	0-
 *� .% (
� (%),
 �'%�%
� ,
 %�% � 	0-
 *

p + mq
.* � � )�* & '% �/ %-. ,�

� 8?5F577R 
 �.& ��"�.2��;� )�.�;�
m

� "��S���� E!�5����
p
�
q
"��

E.�"�S �5�$"���& �� �< )�.�<
a
��

b
H E!� & �< �

1 = ap + bq = a(p + mq) + (b − am)q =
18�

(p + mq, q).
%K()/( L2.'30-2B

p
/7 @-79'--2B

q
1@7<9-( ;6(./+ � &�9

(p, q) = 1
C
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 � $! % '#-$%/ %.'0
 (/ ,� �� � � $%/ ,'� & '%�%	
 #'* f(x)
� � ,
0& 0 $%#� ,� , '. *& 0 � � � (%),
 �'# � ,
 #� .%

f(m)

���
(p − mq).

� 8?5F577R 

f(m)

��!�"�9S
f(m) − f

(
p
q

) H ��#��

an

(
mn − pn

qn

)
+ an−1

(
mn−1 − pn−1

qn−1

)
+ · · · + a1

(
m − p

q

)
,

���$
qnf(m)

��!�"�9S �

an(mnqn − pn) + an−1q(m
n−1qn−1 − pn−1) + · · · + a1q

n−1(mq − p),
� �  !����

p − mq
H #�

ak − bk = (a − b)(ak−1 + ak−2b + · · · + abk−2 + bk−1).
T"�!�����& ���!��� "�E.�"�S �� "��S���� E!�5����

q
�
p − mq

�
F& ���!��� ��S ���;$ ���:�� ����%��� �# �S� �#:�5.��2 $ "�����

:���� "5�< !�)����.2��<  �!���" ���;�:.��� � )�.���  ��/ �) �S����� �
-�!�� �#:�5.���&� ���:���& ���;�:.��� �.& !����< �!;$�����"

p/q%.&<�� ���<������& �5��:� "�� � �.���& ��
(x − p/q)

��)�.2�� �#�
:�5.��� ���:���& ���;�:.��� �.&

x = m
� )�.�;� � "� �!�5����

��"����$ ���!��$ �E!� ���#< ���$ $��"$ � �.& �"$����& ������� ���
5 �!����< �!�#�" H � � ���$�2 #$��  �!��&�� ���;�:.��� �
�>F>@> � 
 �'*
.0 � � � $! % 12x4 − 8x3 − 41x2 + 41x − 10 = 0.
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 -����:��� .�"$ :�5���$ !�"�&��& :�!��

f(x)
�

��H � H + H �D� � ������� "5�< ���$!�.2��< � �.2�� �" "�.2��;� :.��
��

f(x)
�

��H � H ' H , H 3 H ��� � ������� "5�< ���$!�.2��< � �.2�� �" 5��!%�;�
 ��/ �)�S���

f(x)
�

I�)����.2��  �!��� ! �"�&��& #$���� %$ ��� 5�!�� �!�#�" �

±1, ±2, ±5, ±10,
±1/2, ±5/2,
±1/3, ±2/3, ±5/3, ±10/3,
±1/4, ±5/4,
±1/6, ±5/6,
±1/12 ±5/12.

�� ��

*#:�5.���
f(1)

H "� �!�5��"$9:� 5<��$ G�!��!� �
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�� −7 −, � , � −�D
� �� , −'0 , −3

�.& ��5 �!����;� �!�#$
p/q

H� � S  �!���� !�"�&��& H
(p−q)

� � �.2�� 
f(1) = −6

H ��#�� ���� � :�5�. ±�H ±� H ±' H ±3 � F& $��"� 5E!�"��$S�
�25& .�% � �.& �� �< !�)����.2��< :�5�. � ��#�!$ ���� �

−1, ±2, −5,
±1/2, +5/2,
+1/3, +2/3, +5/3,
+1/4, +5/4,

+5/6.
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*#:�5.���
f(−1)

�� ��E���;�9 5<��� G�!��!� �
�� −7 −, � , � −�D

−� �� −�D −�� 3� −0�
�.& ��5 �!����;� �!�#$

p/q
H� � S  �!���� !�"�&��& H

(p+q)
� � �.2�� 

f(−1) = −72
� F& $��"� 5E!�"��$S�25& .�% � �.& �� �< !�)����.2��<

:�5�. � ��#�!$ ���� � ±��� H ��' H ±� H −+ H +�' H +�, � *#:�5.���
f(2)

H
"� �!�5��"$9:� 5<��$ G�!��!� �

�� −7 −, � , � −�D
� �� �3 −	 �' '3

�.& ��5 �!����;� �!�#$
p/q

H � � S  �!���� !�"�&��& H
(p−2q)

� � �.2�
�� 

f(2) = 36
� � �!�� )� ���.�"� !�)����.2��  �!��� !�"�&��& E��

�!�#�� %$ ��� 5�!�� �� �< :�5�. � ��� H−� H +�' H +�, � 4� �!�5��"$9:�
5<��$ G�!��!� H E�� �.���

f(x)
��

(x − 1/2)
�

�� −7 −, � , � −�D
��� �� −� −,� �D D
��� �� , −,D D
��� �� �D −'+

� #� ���;�:.��
(x− 1/2)

�� "�&"�"5& � �.2�� ��
f(x)

H �� � �.�.�
#

f(x)
E� :�!�� ��

(x + 2)
H
(x − 5/3)

H
(x − 5/4)

� T� �� :���� H ��S�� �

f(x) =

(
x − 1

2

)
(12x3 − 2x2 − 42x − 20) =

=

(
x − 1

2

)2

(12x2 + 4x − 40) = (2x − 1)2(3x2 + x − 10).
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(3x2 + x − 10)
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(x + 2)

� ' � −�D
−� ' −+ D �

� !��$.2���� ��S�� !�� .�� �
f(x) = (2x − 1)2(x + 2)(3x − 5).P :F98?:F< 
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p =
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(a, b)),

� $! % �
• p

���
a ∧ p

���
b
� �  -� ,
 �'0& $/ *.'0& " .* ��

• (q

���
a ∧ q

���
b) ⇒ q
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p
� )-, -� ,
 �', $/*.', " , � $/ *.', � �
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 �
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(a, b) 6= 0 ⇒ �
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(a, b) = ab/
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(a, b).
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a′ ��
b′
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a = a′d,

b = b′d.
4����%���&

ab/
18�

(a, b) = a′b′d = ab′ = a′b
S 5E�.2���

 !�����
a
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b.
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q = xa = yb

� ��"�.2�� 5E �.2��  !����
a
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��� � �
q/d = q′ = xa′ = yb′
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a′ ��

b′.
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�  !���� ��#$� $
a′b′d

�

� 
�� 
 ���4������8 �� ������ ���� ��4�
��7>@577R J� 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � �
 #& #'.0 #)$
 ,(%)%�% $,
 ��� � (%�1.%$ � $0� (%/ ,)'�  �� '*�0 
)*�. � (,
 �'0$*& 0 %(0'0� ,�

 � �
 #& #'. #)$
 ,(%)%�% $,
 ��� � �/ %-.0
 �'#/ %�$
 *('0
� � � $! %),' $/*.'0
 . ,
 �$0 (,
 �'0$*& %(0'0� , , (%�1.$*& %-. *'',� �'0& -*& 0& �



��

�  �.2) � )�.�< :�5�. � �.2�� ��� �����)� S ±�H � "  �.2)� ���;��
:.���" ��� E�.�� � �.������ )2�;� E�.& H "������ � "�� �$.& �
�>??>�577R ��
 � 
�  (0'%-. , / %�$
 *(*''� '* �/ %-. , & '%� '0$0(% �/ %-.0� #
 #& #'. ,) $,
 ��� )0-1)*�. � (%(*.$%)1 )0& %�1 �

• 1 $,
 �� , � ,
0� 	0-#
 �/ %-. # 	0-
 % � ,
 �� #� ',� ��

• 1 $,
 �� , & '%�%	
 #',) $%#� ,� , '. -.*/� %�% -. #�#'� '#/ %�$
 *(
'%�% & '%�%	
 #'* (%/ ,)'�  � �
+'%�%	
 #'0 �
�% -. #�#'� � '#/ %�$
 *(', 1 $,
 �� , & '%�%	
 #',) '*(
�1(�
� $0& �%
 #& �
45865�> == 
 +'%� 0'* �/ %-.0� #
 #& #'. ,) #)$
 ,(%)%�% $,
 ��� �'#-$,'	#''* �
� 8?5F577R �"�� 5$E!���"��;� � � -!�E$5���� H � �

p1, p2,
��� H

pn
� "5�

!���� E!�5�� �.������ �" .���"�;�  �.2)& � T�� � "5� �.������ H "�������
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pn.
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(p1p2 · · · pn+1)
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��5�2 ������� E!�5��< �.������" �
45865�> =J 
 � %),
 �'# '*.1/*
 �'#

n > 1
& %� '* �%(*.0 1 )0 �
� (,(%�1.$1 �/ %-.0� 	0-#
 �
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n
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�� � � E!�5�� :�5.� H ���$
2 = 2

� %$ ��� E�����& �.&
n = 2.

� � -!�E$5���� H � � �"�!�����& ���!��� 5E!�"��$S�25& �.& "5�<
n ≤ k.

��"����� H � � "��� 5E!�"��$S�25& � �.&
n = k + 1.���.�"� �"� "�E�� � �

• n = (k + 1)
� E!�5�� � � �����$ !���

n = n
S %$ ����

!�� .�����&� �� ������ � �
• n = (k + 1)
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H E!� & �<

n = k + 1 = jl
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(k + 1).
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 45� ���$!�.2�� � �.2�� �
m

"�:�!E$9�25& :�5.��� ���
 �;� "�;.&�$ �

aja · bjb · · · cjc ,
��+�

��
0 ≤ ja ≤ na, 0 ≤ jb ≤ nb, ... , 0 ≤ jc ≤ nc.

��3�
6�.2 �5�2 "5�< ! ����< ��#$� �" "�;.&�$ ��+� S  �.2 �5�9 "5�< !���

��< ���.�"�< ��#�!�"
(ja; jb; ... ; jc),

� � ����"�.2�&9�2 ��!�"��5��
��3� H ��#�� ��!�"�9S ��#$� $ ��, � �
�>F>@> � 
 �'*
.0 )-, '*.1/ *
 �', 	0-
 *� ! % (,
�. �-� '* � , & *�. �
�� / ,�'0� '*.1/ *
 �'0� (,
 �'0$,) �

8�? 	R�>77R 


6 = 2 · 3 H ���$ %$ ��� :�5.� � �.��25& �� E!�5�� :�5.�
� � ' � 1�<�C

2n2 · 3n3 · rnr · · · sns
�  �����:�� !�� .�����& �� E!�5��

������ � %$ ���;� :�5.� � T�� � H �;���� � ��"�����9 ���!���9 �+ ��
$��"�9 ����:� H ��S�� �

(n2 + 1) · (n3 + 1) · (nr + 1) · · · (ns + 1) = 5 · 7.
4 �5�����C !�"��5�� . �"�!$: E�!% � �"� ������ � #�.2% � H � �� �H

� E!�"�!$: � ��#$�� �"�< E!�5��< :�5�. � *��� H %$ ��� :�5.� ��
��S E!�5��< � �.2�� �" H "�������< "�� � :� ' � T� �� :���� �




{
n2 + 1 = 5
n3 + 1 = 7

{
n2 + 1 = 7
n3 + 1 = 5

⇔




{
n2 = 4
n3 = 6

{
n2 = 6
n3 = 4

.

P :F98?:F< 

24 · 36 �#�

26 · 34 �

� 
�2 
 �6�4� �8 ������ �� � � �6������ �4���������
��7>@577R J� 
 �1'$� ,� �

 #/ * '*.1/ *
 �'%& 1 � -. *)0. � 1 ),(�%
),(',-. � $,
 �$,-. � '*.1/ *
 �'0� 	0-#
 � ! % & #'� ,� ',� � � , )�* &'%
�/ %-. , � '0& � ϕ(n) = |{k ∈ N| k < n ∧ ��� (n, k) = 1}|.
� 5�> J 
 � $! % � � �/ %-. # '*.1/*
 �'#� � � '*.1/*
 �'#� .%

ϕ(pk) = pk

(
1 − 1

p

)
.
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� 8?5F577R 
 8�!��
pk :�5�. {1, 2, 3, ... , pk} �� S "��S��� E!�5����

�
pk .�%� �� H � �  !����

p
� T� �< :�5�. S �

pk/p = pk−1.
� "��S���

E!�5��< �
pk ��!�<�"$S�25& "��E�"���� �

pk − pk−1 = pk (1 − 1/p) .45865�> =� 
 � $! % " , � � )�* &'% �/ %-. , '*.1/ *
 �', 	0-
 *� .%
ϕ(ab) = ϕ(a) · ϕ(b).
� 8?5F577R 
 �.& ���$!�.2��;�

x < ab
�5�$S �� � E�����& �

x = bq + r < ab,
��

0 ≤ q < a, 0 ≤ r < b.
� � �

x
"��S��� E!�5��

�
b,

�� 18�
(x, b) =

18�
(r, b) = 1,

�
r
���� ��#�!��� .�%� ���� �

ϕ(b)
���:��2 � 45�

a
:�5�.

r, r + b,
��� H

r + (a − 1)b
��9�2 !���� �5��:�

E!� � �.���� ��
a,

#�
r + k1b

a≡ r + k2b ⇔ (k1 − k2)b
a≡ 0 ⇔ k1 = k2,"!�<�"$9:� "��S��$ E!�5���$

a
C

b
�� �� H � �

k1, k2
.����2 $ ����<

"�� D ��
a.

8�!�� )�< :�5�. S !�"��
ϕ(a)

H "��S��� E!�5��< �
a
� T� ��

:���� H
x

"��S��� E!�5�� �
ab,

& � �
r
��#�!�S ���� �

ϕ(b)
���:��2 H �

q
� ���� �

ϕ(a)
���:��2 � *��� H �� �< :�5�. S �

ϕ(ab) = ϕ(a) ·ϕ(b),
� �

C E��!�#�� #$.� ��"�5�� �
=>B; :F8A � 
 � $! % p =

n∏
j=1

p
kj

j

� $*'%',	'# / %�$
 *(#''�# '*.1 

/*
 �'%�%

p
'* �/ %-. , & '%� '0$0 � .%

ϕ(p) = ϕ




n∏

j=1

p
kj

j



=

n∏

j=1

ϕ
(
p

kj

j

)
=

n∏

j=1

p
kj

j

(
1 − 1

pj

)
= p

n∏

j=1

(
1 − 1

pj

)
.

� 
�� 
 ����� �4� ������������ �����
��7>@577R O� 
 � %�'*	0& % 	#/ #�

Zp = Z/
p≡ &'%� 0'1 $
 *-,) #$),
)*
 #'.'%-. , � ,
0� 	0-#
 � ! % & *�. � %('*$%)1 %-. *	1 �/ 0 (,
 #'','* � �

45865�> =� 
 �
 *-0 #$),)*
 #'.'%-. , %-.*	 -1& 0 
 (%�1.$1 �*
 #

� *. � 
0� # ),( $
 *-,) #$),)*
 #'.'%-. , (%(*'$,) , -� ,)& '%� '0$,) �

{
a1

p≡ a2

b1
p≡ b2

⇒
{

a1 ± b1
p≡ a2 ± b2

a1b1
p≡ a2b2

.

%934 .B(6(L'-(F( @7;2.5 ,()5/B5 1267@+1 P B(:'- @ 4B2* @73': 2/0 1+, -7/5A6730-(F( +-,'B.5 P 12B(62./(15M/0 ;(@-7L'--4
Π
P ;+, 4B29 1B7@5M/0 ;(L7/B(1'@-7L'--4 +-,'B.5 ;-2:-M 9':5 C + -7, 4B29 D B+-E'1' @-7L'--4 +-,'B.5 ;1'6*-M9':5 C C



� �

� 8?5F577R 
 T"�!�����& ���!��� "�E.�"�S � ��E.� �)�� �
{

a2 = a1 + px
b2 = b1 + py

⇒
{

a2 ± b2 = a1 ± b1 + p(x ± y)
a2b2 = a1b1 + p(a1y + b1x + pxy)

.

*��� H
Zp

�  ��$����"��  �.2)� H & � � 5$�$ �!����)9 H ��#$�� �
!��$���� &  .�5 � "�"�.�����5�� H �� & �;� ��.����2 5$�� �!����)& H
��#$�� � E!��5��"�� �" � F�  �.2)� ����� " .�5�� " E�.� ��� � C .�%�
��� � H  �.� " �2��$ "�� 5$��� � �.2�� � �$.& H ��#��  �.�

p
� E!�5�� � 4

�5����2��$ "�E�� $ �

∀ k ∈ {1, 2, ..., p− 1} ∃ x, y ∈ Z kx + py = 1 ⇒ kx
p≡ 1,

��#��
Zp

� E�.� �.& E!�5��;�
p.

M� �#�!����C �.����� ��  .�5$
� "�"�.�����5�� H �� & �;� ��.����2

k ∈ {1, 2, ... , p−1} H ����� "�&��
 .�5 H �� & �;� ��.����2 −(p − 1)!/k

���" � � �. � ���!��$ 4�.25��� #� �

� 
�� 
 ����� ���� ������� �������8
��7>@577R O �
 � #� *


p > 1
� (#� $# '*.1/*
 �'# 	0-
 % � � 0�/ *& 0) -0-. #& , 	0-
 #''� � %-'%)%� � '*�)#& % -0& )%
0 (
� �%�'*	#''� � ,



0� 	0-#
 1 & #� *� ),( � (%
(p−1)

)$
�	'% � � 
� � ,
0�
m ≥ 0

�
n ≥ 0/ %� �
�'#& % α0, α1,

��� �
αn−1, αn, β1, β2,

��� �
βm−1, βm

� �%-
 ,(%)
'%-. , �0�/ �'#%�%) ���$%)% / ,�'0�� 1 -0-. #& , 	0-
 #''� � %-'%)%� � �
�/ 0	%& 1 αn 6= 0

(
�
n > 0

� � 0/ *� ��*�0-�
±(αnαn−1 · · ·α1α0, β1β2 · · ·βm−1βm)p'*�0)*�. � -$,'	#''0& (/ %�%& 1 -0-. #& , 	0-
 #''� � %-'%)%� � � *


%�% )#
0	0'* (%/ ,)'�  �

±
(

αnpn + αn−1p
n−1 + · · · + α0 +

β1

p
+

β2

p2
+ · · · + βm

pm

)
,

(# �'*$0
+

	0 − %('*$%), ) %�%� �*�0-*� �
� $! % p = 10

� .% .*$0
 )0/ *� '*�0)* . �-� -$,'	#''0& (#-�.$%
)0& (/ %�%& � � �0�/*& 0 � ,-
� $%& 0 � �* (%& %)
 #',-.� � � � %-'%)*
%9:(- : +30.(- ;<I? <@ <IA>C D 7-F3+>.0B2> 97/'97/2B C



��

	0-
 #''� � '# )$*�1 . �-� � � $! % p = 10.
2 (*'%& 1 / *� , $%& * 1 �*�0 
-, -$,'	#''%�% (/ %�1 '*�0)* . �-� (#-�.$%)%� $%& %� � 2 �,
 �� %-. ,$/ *3' �*& ,-. � $%& 0 )0$%/ 0-.%)1�. � �(#-�.$%)1� $/*�$1 �

� / %�0 '*�0)*�. � / ,)'0& 0 � � $! % 3�', )#
0	0'0 / ,)',�
� 
� �*�0-1 )
 *-'# '*.1/ *
 �'0� 	0-#
 )0$%/ 0-. * & % .*$0
 �*


�0- �
α = αnαn−1 · · ·α1α0 p = αnpn + αn−1p

n−1 + · · · + α1p + α0,
��0�

� $0
 '*�0)*�. �
(n + 1)


�0�/ %)0& '*.1/*
 �'0& 	0-
 %& 1 -0-. #& ,
	0-
 #''� � %-'%)%� � �
45865�> =� 
 � #� *


α
, � � '*.1/*
 �', 	0-
 *� �/ 0	%& 1 p > 1

� �%(,,-'1�. � .*$,
n ∈ N ∪ {0} , �%-
 ,(%)',-. � {αj}n

j=0

� ,
0� 	0-#
 � $%

� '# � � $0� 
 #� 0. � 1 & #� *� ),(

0
(%

(p − 1)
)$
�	'%� �/ 0 � $0�-�/*)(� 1�. �-� / ,)'%-. , �
 �� �

� 8?5F577R 
 M;���� � #������9 /�!�$.�9 H �.& ��"�.2��;� ���$�
!�.2��;�

k > α
��S�� �

pk = (1 + (p − 1))k = 1k + C1
k(p − 1) + · · · + (p − 1)k >

> 1 + k(p − 1) ≥ 1 + k > α.
��7�

8E�:�� $ �D��C  !� � ���C����
β0

�
α0

� "��E�"���� :�5� $ C
�5��:$ "�� � �.���&

α
��

p
�
α = β0p + α0

� H E!�:��$
β0 < pα−1 H �;����� ��! �"��5�9 ��7� �

� �.� ����C  !� � H & � �
β0 = 0,

"�#�!�S��
n = 0,

��� % � ���C����
β1

�
α1

� "��E�"���� :�5� $ C �5��:$ "�� � �.���&
β0

��
p
� � �S�� �

β0 = β1p + α1
H E!�:��$

β1 < pα−2 H #� β0 < pα−1 ���1 �
(k + 1)

��$  !�)� H & � �
βk = 0,

"�#�!�S��
n = k,

��� % � ����
C����

βk+1
�
αk+1

� "��E�"���� :�5� $ C �5��:$ "�� � �.���&
βk

��
p�

βk = βk+1p + αk+1
� H E!�:��$

βk+1 < pα−k−2 H #� βk < pα−k−1 �4� ��$9:� �� �� :���� � �.���& � �5��:�9 �� �5��"$ :�5.���&
p
H �� �� 5 ��:���$  �.2 �5�2  !� �" ��!���S�� � �.���& #�� �5��: � H

��#�� E�����& ��0� �

� 
�� 
 ����4� ��� �������� �� 2 � � � 


 � ��
*��� � E�� �.2��5�� ���$!�.2��;� :�5.�

α
�� ���$!�.2�� :�5.�

k
� �"�!�����& H � � ��.����2 "�� )�/! ��E�5$ ��0� H � E�!�"�! �



��

�5�����5�� & �;� H �5�#.�"� �.& "�.� �<
α,

E��!�#$S ���%� �#:�5.��2 H
��� #��E�5�!���S � �.���& � �5��:�9

α
��

k.
*��� � E�� �.2��5�� !���

�� " !����< 5�5����< :�5.���& � -����� ��& � ���� � E�� �.2��5�� $
��5&� �"�C 5�5���� :�5.���& �
45865�> =� 
 � *.1/ *
 �'# 	0-
 %

α = αnαn−1 · · ·α1α0
(,
0. �-� �#�%-. *	 , '* �

• 2,
� $! % α0

���
2
� %-.*''� �0�/ * (#-�.$%)%�% �*�0-1

α
�*/ '*�

• 3,
� $! % (αn+αn−1+ · · ·+α1+α0)

���
3
� -1& * �0�/ (#-�.$%)%�%�*�0-1

α
(,
0. �-� �#� %-.*	 , '*

3;

• 4,
� $! % α1α0

���
4
� 	0-
 %� 1.)%/ #'# ()%& * %-. *'',& 0 �0�/ *& 0(#-�.$%)%�% �*�0-1

α,
(,
0. �-� �#� %-.*	 , '* � �

• 5,
� $! % α0 = 0

*�%
α0 = 5

� %-. *''� �0�/* (#-�.$%)%�% �*�0-1
α
(%/ ,)'�  

0
*�%

5;

• 6,
� $! % )%'% (,
0. �-� �#� %-.*	 , '*

2
, '*

3;

• 7,
� $! % �'*$%�& ,''* -1& * ./ 0�0�/ %)0� 	0-#
 �

α2α1α0 − α5α4α3 + α8α7α6 − α11α10α9 + · · · � ��	�
(,
0. �-� �#� %-.*	 , '*

7;

• 8,
� $! % α2α1α0

���
8
� 	0-
 %� 1. )%/ #'# ./ �%& * %-.*'',& 0 �0� 
/ *& 0 (#-�.$%)%�% �*�0-1

α,
(,
0. �-� �#� %-. *	 , '*

8;

• 9,
� $! % (αn+αn−1+ · · ·+α1+α0)

���
9
� -1& * �0�/ (#-�.$%)%�%�*�0-1

α
(,
0. �-� �#� %-.*	 , '*

9;

• 10,
� $! % α0 = 0

� %-.*''� �0�/* (#-�.$%)%�% �*�0-1
α
(%
/ ,)'�  '1
� �

• 11,
� $! % (α0−α1+α2−α3+ · · ·)

���
11

� �'*$%�& ,''* -1& * �0�/(,
0. �-� �#� %-.*	 , '*
11;

• 12,
� $! % )%'% (,
0. �-� �#� %-. *	 , '*

3
,
4;



��

• 13,
� $! % 	0-
 % �
�� (,
0. �-� �#� %-. *	 , '*

13.
� 8?5F577R 
 T��!��� � ��5. ��� "�� ��"������ ���!��� �0 � 8E!�"� � H
& � �

k
� � �.2�� �D H �� �������� �

10
k≡ 0 ⇒ α = 10 · αnαn−1 · · ·α2α1 + α0

k≡ α0.

M"�� 5� "�E.�"�9�2 ���� � E�� �.2��5�� �� � H + � �D �
� � �

k = 3
�#�

k = 9
H ��

10 = 9 + 1
k≡ 1

H ��� � ��!��$S�� �

α = αn · 10n + αn−1 · 10n−1 + · · · + α1 · 101 + α0
k≡

k≡ αn + αn−1 + · · · + α1 + α0.

M !�� .�����&
100 = 4 · 25

��S�� �

α = αnαn−1 · · ·α1α0 = 100 · αnαn−1 · · ·α3α2 + α1α0
4≡ α1α0.

���.�;�:�� H � !�� .�����&
1000 = 8 · 125

"�E.�"�S H � �

α = 1000 · αnαn−1 · · ·α4α3 + α2α1α0
8≡ α2α1α0.

*��� � E�� �.2��5�� �� 3 "�E.�"�S � E!�5���� :�5�. � �� ' ���" �
���!��$ �7 � �

� .& ��"�����& ���� � E�� �.2��5�� �� 0 �� �' E��!�#�� ��$"����� H
� � �.&

k = 7
�#�

k = 13
�������� �

1001 = 7 · 11 · 13 ⇒ 103 = 1000 = 1001 − 1
k≡ −1.

� �����$ !���

α = α2α1α0 + 103 · α5α4α3 + 106 · α8α7α6 + · · ·
k

≡
k

≡ α2α1α0 + (−1)3 · α5α4α3 + (−1)6 · α8α7α6 + · · · .
M"�� 5� "�E.�"�9�2 ���� � E�� �.2��5�� �� 0 �� �' �

10 = 11 − 1
11≡ −1,

���$ ��!���S�� �

α = αn · 10n + αn−1 · 10n−1 + · · · + α1 · 10 + α0
11≡

11≡ αn · (−1)n + αn−1 · (−1)n−1 + · · · + α1 · (−1) + α0.

M"�� 5� "�E.�"�S ���� � E�� �.2��5�� �� ���



��

� 
�� 
 � ���������8 �����6 � �� ��������8
-����� E!� .�� %�!� �;�  .�5$ ����: .�;�:��;� <�!� ��!$H

" & �< &"�� "� �!�5��"$9�2 E!�"�.� "� �����& �!�/����:��< � �C
$ E���)�C��< 5�5����< :�5.���& � -�!�#�! )-,� "��S��� �������:��<
"���#!����2 ������� )�/! $ ������$ "� �!�5����< .���! �5��"��
.�" � $ �� �< ����:�< �����.�"�C #�� "� �!�5����& V*� H � � V*�
)� E!��"����2 �� ���/� ��"��;� "� �!�5����& �#:�5.9"�.2��� ��< �
�� � � M �;.&�$ �� )� !��" �&����& " �����;�  .�5$ ����: E��!�#$S%�.0& ,�*� ,3 # E�!�#�!$�
�>F>@> � 
 � #�0�/ 1)*.0 �*�0- 1 (#-�.$%),
 -0-. #& , 	0-
 #''� (,3(%(*)*''� �

ten + ten + forty = sixty,
) � $%& 1 %('*$%), �0�/ 0 �%�'*


	#'% %('*$%)0& 0 
 ,. #/ *& 0 �

8�? 	R�>77R 
 N$�2�& � )�/!� �� "�.�:���9 �� E�!�"��$S 	 H � � �
��#$�� �� � �� E�!�"��$S �7 H � � ���%� H ��� �D � M ���.��$ )�/!
!��!&�$ �����)2 ��S�� �

[
n + n + y = y
n + n + y = y + 10

⇒
[

n = 0
n = 5

.

� � �
n = 5,

�� � !��!&�$ �����)2 ���� ��5&�� E�!�C�� $ !��!&�
��5&� �" � M ���.��$ )�/! !��!&�$ ��5&� �" ��!���S�� �




e + e + t = t
e + e + t = t + 10
e + e + t + 1 = t
e + e + t + 1 = t + 10

⇒
[

e = 0
e = 5

.

� ��E�5���C 5$ $E��5�� :���!2�< !�"��5��C �� 5E!�"��$9�25&
�!��& �� :��"�!�� H � � "��E�"���9�2 ���$ "�E�� $H  �.� � !��!&�$
�����)2 5$�� E�!�<����2 ���� ��5&�� H ��#��  �.�

n = 5.
*��� H

n = 0, e = 5,
� ��E�5 ��#�!�S �� �;� "�;.&�$ �

� � �

+
� � �

� � � � 

� , � � 


�
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*:�"���� H � �
f ≤ 8

H
s = f + 1.

�.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
k

"
E!�)�5� ����"���&

k
:�5�. �$ 5��"E:� � $ ��5�$E��C !��!&�  �����

;� !��$ E�!���5&�2 �� #�.2%�
(k − 1)

��� �����)� � M"�� 5� ��S�� �
{

o ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}
i ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}
o + 1 = 10 + i ∨ o + 2 = 10 + i

⇒
{

o = 9
i = 1
o + 2 = 10 + i

.

T� �� :���� H � !��!&�$ 5����2 ��S #$�� E�!���5��� � ��5&:� � M�E�5
��#�!�S �� �;� "�;.&�$ �

� � �

+
� � �

� � � � 

� � � � 


�

�.& .���!
t
H
r
H
f
H
y

��.�%�.�5& )�/!� � H ' H , H 3 H 0 H 7 H E!�:��$
s = f + 1,

�
x

�������:�� "����:�S�25& �.& "�����<
t
�
r
H E!�:��$

x ≥ 2,
#�

n = 0
�
i = 1

�
M ���. ��$ )�/! �!��2�;� !��!&�$H "!�<�"$9:� H � � " !��!&� ��5&:

��S #$�� E�!���5��� � ��5&:� H ��!���S�� �

x + 20 = 2t + r + 1.
�'D�

*:�"���� H � �
2 ≤ x ⇒ 22 ≤ x + 20

H
r ≤ 8 ⇒ 2t + r + 1 ≤ 2t + 9.4!�<�"$9:� !�"� �5�2 �'D � H ��S�� �

22 ≤ 2t + 9 ⇒ 13 ≤ 2t ⇒ 6, 5 ≤ t. ⇒ t ∈ {7, 8}.
22 ≤ x + 20 = 2t + r + 1 ≤ 17 + r.M"�� 5� �������� �
5 ≤ r

� -!���
n = 5

H ���$
6 ≤ r ≤ 8.� � �

t = 7
�
r = 6

H ��
x = 1

H � � 5$E�!�:��2
i = 1

�
� � �

t = 7
�
r = 8

H ��
x = 3

� 4 ��#�!� )�/! �� H , H 3 � H � � ��.�%��
.�5& �� "� �!�5������ H ���� �� �<

s
�
f
H E!� & �<

s = f + 1
�

� � �
t = 8

�
r = 6

H ��
x = 3

� 4 ��#�!� )�/! �� H , H 0� H � � ��.�%��
.�5& �� "� �!�5������ H ���� �� �<

s
�
f
H E!� & �<

s = f + 1
�

� � �
t = 8

�
r = 7

H ��
x = 4

� M ��#�!$ )�/! �� H ' H 3 � H � �
��.�%�.�5& �� "� �!�5������ H S����� 5E�5�#�� ����� "�#!��� �� �
s
�
f
H E!� & �<

s = f + 1
� � !��$.2���� ��S�� �

f = 2
H
s = 3

H
y = 6

�
P :F98?:F< 


850 + 850 + 29786 = 31486.M� ��E���;�9 ��! $"��2 H ���.�;�:��< �� E�����< H ����� ��%�/ �
!$"��� ��E�5 "� �����& ��%�< �!�/����:��< � �C � " ��� �5&� �"�<
5�5����< :�5.���& �
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� 
�� 
 ������� ������

45865�> J� 
 � $! % " .* � )�* & '% �/ %-. ,� .% aϕ(m) & * %-. *	1
� �/ 0 (,
 #'', '* � �

18�
(a, m) = 1 ⇒ aϕ(m) m≡ 1.

� 8?5F577R 
 1�<�C
a1, a2, a3,

���H
aϕ(m)

� / ,�', ���$!�.2�� "��S���
E!�5�� �

m
:�5.� H � � ���% � ��

m.
T�� � :�5.�

a1a, a2a, a3a,
��� H

aϕ(m)a�� �� "��S��� E!�5�� �
m

� ��9�2 !���� �5��:� E!� � �.���� ��
m

H #�

aja
m≡ aka ⇔ (aj − ak)a

m≡ 0 ⇔ aj
m≡ ak ⇔ aj = ak.

ϕ(m)∏

j=1

aj
m≡ aϕ(m)

ϕ(m)∏

j=1

aj ⇔ (aϕ(m) − 1)

ϕ(m)∏

j=1

aj
m≡ 0 ⇔ aϕ(m) m≡ 1.

=>B; :F8A � ��>;> >5865�> � 56�> � 
# � $! % � � �/ %-. #� � $# )�*

 & '% �/ %-. # � "� .%

ap−1 & * %-. *	1 � �/ 0 (,
 #'', '* � � ap−1 p≡ 1.

� 
�� 
 ������� � �������

� 5�> O 
 � #� *
 � � �/ %-. #� an

p

6≡ 0.
�%(, / ,)'�''� �

n∑

j=1

ajx
j p≡ 0

�

& * '# � ,
 �� #� ',� � � / ,�'0� (
���

p)
$%/ #',) �

� 8?5F577R ����$ )�S9 ��
n
� � 1�<�C

a0 + a1x
p≡ 0,

E!�:��$
18�

(a1, p) = 1 ⇔ ∃ z, t a1z + pt = 1
� � �S�� �

za0 + za1x = za0 + (1 − pt)x
p≡ za0 + x

p≡ 0 ⇒ x
p≡ −za0,

��#�� �"�!�����& .��� 5E!�"��$S�25& �.&
n = 1.

%O �<6 � '69 �7 ;<�J <@ <��
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��

1�<�C �"�!�����& .��� 5E!�"��$S�25& �.& ���$!�.2��;�
n
H

x1
� !��" �&�� �� �;� !�"�&��& �

f(x) =
n+1∑

j=0

ajx
j p≡ 0,

��
an+1

p

6≡ 0.
-�� �.��� ���;�:.��

f(x)
� �5��:�9 ��

x − x1
�

f(x) = q(x) (x − x1) + r,

��
q(x)

� ���;�:.�� 5��E��&
n
H 5��!%�C  ��/ �)�S�� & �;� ��!�"�9S

an+1.
T�� �

f(x1) = r
p≡ 0.

4 !��$.2���� ��!���S�� �

f(x)
p≡ 0 ⇔ (x

p≡ x1 ∨ q(x)
p≡ 0).

M;���� � E!�E$� ���&� H ! �"�&��&
q(x)

p≡ 0
��S �� #�.2%�

n
!����<

����
p
�  �!���" H ���$ !�"�&��&

f(x)
p≡ 0

��S �� #�.2%�
(n + 1)

�;�
 �!��& � !������ �5��:��� "�� � �.���& ��

p
�

45865�> J�
 � $! % � � �/ %-. #� .% (p − 1)! + 1
p≡ 0.

� 8?5F577R 
 � �"� :�5���� !�"��5�� �

p−1∏

j=1

(x − j) −
(
xp−1 − 1

) p≡ 0
� �' ��

S ���;�:.���� �������
x
H 5��E��2 & �;� �� E�!�"��$S

(p − 2).
� � �

������
x

��!�"�9S ���$!�.2���$ :�5.$ " ����< "�� � ��
(p − 1)" .9:�� H �� H �;���� � ��.�9 ���!���9 (�!�� H ��S�� �

xp−1 − 1
p≡ 0

�
� )2��$ !��� �

x = 1,
� H ��� H

p−1
� .�"� :�5���� !�"�&��& �' �� � �.��25&

#�� �5��:� ��
p
� *��� H �;���� � ��"�����9 .���9 H "5�  ��/ �)�S���

!�"�&��& �' �� � �.&�25& #�� �5��: � ��
p
H $ ���$ :�5.� C "�.2��C :.�� �

(−1)p−1(p − 1)! + 1
p≡ 0.

�'��

�.&
p = 2

���!��� 5E!�"��$S�25& �
1! + 1

2≡ 0
�

� .&
p > 2 (p − 1)

���
2,

���$ 5E�""����%���& �'�� ��#�!�S �� �;�
"�;.&�$ �

(p − 1)! + 1
p≡ 0.
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���� �� � � � ���� � �
�� �
� 
�
 � ��4 ������� ���8�4�� � ���5�
45865�> J= 
 � #& * / *� ,%'*
 �'%�% 	0-
 *� $)*(/ *. � $%�% (%/ ,)'�  

2.

� 8?5F577R �"�� 5$E!���"��;� � � 1�<�C �5�$9�2 �� � "��S��� E!�5��
)�.�

m
� ���$!�.2��

n
H E!� & �< ��S�� �

m2/n2 = 2,
��#��

m2 = 2n2.M �5����2�� !�"��5�� "�E.�"�S H � �
m

� E�!�� H ��#�� �5�$S �� � )�.�
p
H E!� & ��$

m = 2p.
T�� � ��!���S�� �

4p2 = 2n2,
�"�� 5� �

n2 = 2p2.T��$ C
n

� E�!�� H � � 5$E�!�:��2 ��5 �!����5�� �!�#$
m/n.T� �� :���� H �#����"%�52 !��;.&��� ��.2 � !�)����.2��< :��

5�. H �� �� ��"��� ��S�� ���;$ ���C��  �!��2 ���$!�.2��;� 5��E��
�& � �� �C5���� �E�!�)�9 H �#�!���$ �� E����5���& �� 5��E��& � 8���
E��!�#� $ ��������:��C ���! �� H " & �C )& � �& H & � #�;��� ��%�< H "��
���:��� �� ��S !��$.2��� <�:� # �.& �������< :�5�. H �$��".9S ���
�#< ����52 !��;.&�$ � �C5��< :�5�. � M�E!�E���"��� ���:� ����:���&
� �C5��< :�5�. & ��5 ��:����< �"E!�"� � ��5&� �"�< �!�#�" �� S����
���.�"�C 5E�5�# ����:���& � �C5��< :�5�. H �.� "5� 5E�5�#� ��E!�"�� �
����& � �C5��< :�5�. � "�"�.����� � *5��"� 5�5���� :�5.���& ����
#$�� "�������9 "�� �D �

��7>@577R O= 
 � #-$,'	#''0
 (#-�.$%)0
 (/ ,� � '#-$,'	#''* �%
-
 ,(%)',-. � �0�/ � �*�0-*'* 1 )0�
� (,� ±αn...α2α1α0, β1β2β3... .
�/ 0

��%& 1 �%./ ,�'% )� 0)*.0 
0� # %(0' � , �'*$,)
+

	0 − � 2 �%(*'%
& 1 )0! # )0/*� , 	
 #'0 �%-
 ,(%)'%-. #
 {αj}n
j=0, {βj}+∞

j=0

'*
 #� *. �(% & '%� 0'0 {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}� αn 6= 0,
� $! % n > 0.

� #-$,'	#''0
 (#-�.$%)0
 (/ ,� '*�0)*�. � �#/ ,%(0	'0& � � $! % ,-
'1�. � .*$, '*.1/ *
 �'# � .* '#),( � &'# � ,
 # � � �/ 0 � $0� (
� (%
),
 �'%�% '*.1/*
 �'%�%
n > k

& * & % �
βn+m = βn

� � 
� �#/ ,%(0	'%�%(#-�.$%)%�% (/ %�1 )0�#/ #& % 
 , � � '*
& #'� , � & %� 
0)0� �'*	#'�
� , � ),(�%),('% � �%(, )0/*� � ±αn...α2α1α0, β1...βK(βK+1...βK+M )

�
�%/& * �*�0-1 . *$%�% (/ %�1 � ) � $%& 1 �/ 1�* �0�/ 1 $/ 1�
0� (1� $*�'*�0)*�. � �#/ ,%(%& (/ %�1 � * 
 � (%)� 0'%� �#/ ,%(1 �+'%� 0'1 )-,� -$,'	#''0� , '#-$,'	#''0� (#-�.$%)0� (/ %� ,)� 1� $,
 %. %.%� '��. � �))*� *�. � / ,)'0& 0� .*$, (/ %�0 �



��

+0, (0) = −0, (0)
� � $, '*(*
 , �%�'*	*.0& #& %

0;

±αn...α0, β1...βk−1βk(9) = ±αn...α0, β1...βk−1β
′
k(0) =

= ±αn...α0, β1...βk−1β
′
k ,

�''�
(#

βk 6= 9, β′
k = βk + 1,

* �'*$0
+

	0 − )0�0/*�. � %('*$%)0& 0 (
�)-,� 	*-.0' / ,)'%-. #
 ���� � '*�0)*�. � &'%� 0'%� (,
-'0� 	0-#
 ,
�%�'*	*�. � 	#/ #�

R
� * 33 #
 #& #'.0 '*�0)*�. � (,
-'0& 0 	0-
 *& 0 �

� ,
-'# 	0-
 %� ),(& ,''# ),(
0
� 1 �*�0-, � $%�% )� 0.% �'*$ �
� -

(+)
� '*�0)*�. � (%(*.'0& � * ) �*�0-, � $%�% )0$%/ 0-.*'% & ,'1- (−)� ),( � &'0& � � $! % �'*$ '# )� 0.%� .% ))*� *�. �� ! % �*�0-*'%(%(*.'# 	0-
 % ��'*$

+
� � � ,
-'# 	0-
 %� ! %  (%(*.'0& *�% (%/ ,)
'�  

0,
'*�0)*�. � '#),( � &'0& � * (,
-'# 	0-
 %� ! %  ),( � &'0& *�%(%/ ,)'�  

0,
� '#(%(*.'0& �

� 
� (,
-'%�% 	0-
 * � %�'*	0& % �/ %.0
 #� '# (% '�%�% (,
-'# 	0-


 % −x

� $ . *$#� �*�0- � $%�% & %� '* %./ 0& *.0 ,� �*�0-1 � 
0� # �/ 0�*& ,', �'*$* �
+
'* − *�% '*)�*$0� �

�>??>�577R �J 
 �/ 0 (,
 #'', � ,
 %�% 	0-
 * '* '*.1/ *
 �'#
q
& %� 



0), 
0� # %-.*	 ,
0, 1, 2,

��� �
(q − 1).

� %(*�	0 (/ ,� p/q
(#-�.$%)0&(/ %�%& , )0$%'*)�0 '# � ,
 �� #� ',�

(q + 1)
� (,
 #'� �1 -. %)�	0$ � (
�

�'*� %(� #''� �0�/ � ,-
� $%& 0 � & *.0& #& % -�/ *)1 � �%). %/ #''�&
� %	* � %(', 3 � 1� # %./ 0& *'0� %-.*	 �),( (,
 #''� '*

q
� � �.� #�

�/ %(%)� 1�	0 (*
 , (,
0.0 �1 -. %)�	0$ � '* �� %./ 0& * & % �*�*.%
$/ *.'# �%). %/ #''� �#)'%3 �/ 1�0 �0�/ 1 �%(*'', / *� ,%'*
 �'%�%
p/q(#-�.$%)0& (/ %�%& � � / #�1
 �.*. , & *.0& #& % '#-$,'	#''0
 �#/ ,%
(0	'0
 (/ ,� � �*$0& 	0'%& � �1(�
� $%& 1 /*� ,%'*
 �'%& 1 	0-
 1 & %� '*

�%-. *)0.0 1 ),(�%),(' ,-. � %./ 0& *'0
 �
�� %& (,
 #''� �1 -. %)�	0 
$ � �#/ ,%(0	'0
 (#-�.$%)0
 (/ ,� �
1�E!� .�� H

1/3 = 0, 33333... = 0, (3).

� 
2 
 � ����7 ���8 ���8�46
��7>@577R OJ 
 ��'*	0& % ),('%� #''� �%/� ($1 '*

R
(
� (/ %� ,)� ! %'# & *�. � �#/ ,%(1 (9)

�
� �

αn...α0, β1β2... < γm...γ0, δ1δ2...
�%('# � (%(*.'0� (,
-'0� 	0-#
& #'� #� ',� ,'� #� � � $! % αn...α0 < γm...γ0

�� ,
 # 	0-
 %� 1.)%
/ #'# �0�/*& 0 �#/� %�% 	0-
 * (% (#-�.$%)%3 $%& 0 � & #'� #� ',�



� �

),(�%),('# � ,
 # 	0-
 %� 1. )%/ #'# �0�/ *& 0 (/ 1�%�% 	0-
 * (% (#
-�.$%)%3 $%& 0� *�% � �

:∃ k ∈ N αn...α0β1...βk−1 = γm...γ0δ1...δk−1 ∧ βk < δk,
�', �

.%�.% ,-'1 .*$# '*.1/*
 �'# � � �/ 0 � $%& 1 � 
.* �0�/ * � ,-


� $%& 0 (#-�.$%)%�% �*�0-1 �#/� %�% 	0-
 * & #'� *� ',� ),(

�%),('* �0�/* 1 �*�0-, ,'� %�% 	0-
 *� * )-, �%�#/ #(', �0�/ 0 )�*�0-*� %�%� 	0-#
 / ,)',�


 � � 1(�
� $# ),( � & '# (,
-'# 	0-
 % & #'� # �* '1
 �� ! % & #'�0
 �',� (%),
 �'# (%(*.'# (,
-'# 	0-
 % �
� �

x < y < 0 ⇔ 0 < −y < −x.

��'*	0& % .*$, ),('%� #''� �
>, ≥, ≤ � �,
 �� #� '# & #'� #� '# �#/ #
)0! 1 � �.� #� & * & % �

a > b ⇔ b < a,
a ≥ b ⇔ (a > b ∨ a = b),
a ≤ b ⇔ (a < b ∨ a = b).

�>??>�577R �O 
 2& %)1 ���� ) %-. *''�%& 1 %�'*	#'', & %� '* �*& ,
'0.0 #$),)*
 #'.'%� 1& %)%� �
∃ k ∈ N αn...α0β1...βk < γm...γ0δ1...δk.

�'+�
� %�'*	#''� ),('%� #''� �%/� ($1 (,
-'0� 	0-#
 )0�
0)* � ! % (
�(%),
 �'0� (,
-'0� 	0-#
 " .* ��

• *�% a = b,
*�%

a < b,
*�%

a > b,
�/ 0	%& 1 -�/*)(� 1 . �-� 
0� #%('# � �0� ./ �%� .)#/ (� #'� �

• � $! % a < b,
.% ,-'1 .*$# (,
-'# �� �/ 0 � $%& 1

a < c < b.

� 8?5F577R 
 -�!%� �"�!�����& � ��5. ��� ����:��2 "����% ���&
E�!&� $ �� ������� ���$!�.2��< :�5�. � ��E�5$ ���$!�.2��;� :�5�
.� $ ��"�.2��C 5�5���� :�5.���& � M�$"����� � & � � ��!�"��5�2 5E!�"�
��$S�25& �.& & �;�52 ���$!�.2��;�

k = K
H �� "��� 5E!�"��$S�25& �

�.& "5�< ���$!�.2��<
k > K

�
� !$;� �"�!�����& � ��5. ��� ".�5��"�5��C "����%���& E�!&� $

�.& ���$!�.2��< :�5�. �
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T!��S �"�!�����& ��5����2� ��"�5�� �.& �������<
a
�
b
H � �5&� �"�

��E�5� & �<
αn...α0, β1β2...

��
γm...γ0, δ1δ2...

"��E�"���� �� ��9�2 E��
!���$ �	� H ���$ ����"�.2�&9�2 $��"$ �'+� � � � � !����)& ��� E!�"�9
� . �"�9 :�5������ ��!�"��5�� )�S� $��"� #�.2% � H ��� �H �� ��5����2�
E!�E$5���� H � �

c = (αn...α0β1...βk + 1) : 10k.��"����� "�� 5$E!���"��;� H � � )& !����)& �� � #�.2%� H ��� �H
�.& E�"��;� ���$!�.2��;�

k
� 1�<�C

K
� ��C���% � � ���$!�.2��<

k
H E�:���9:� "�� & �;� �� � !����)& ��!�"�9S �� F� ���.�"� .�%�

�� $��"� � ∀ k > K βk = 0 ∧ δk = 9,
 �.� ��E�5

a
��S E�! ��� �	� �

*��� )� 5$E�!�:��2 E!�E$� ���9 E!� ��E�5
a
�
b
#�� E�!���$ �	 � �
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 �*�/ %)*(0& % �%�'*	#''� (
� '%)0� �%'�. � �
� � |x| � *�-%
�.'* )#
0	0'* �& %(1
 �� (,
-'%�% 	0-
 * � � (%/ ,)
'�  � (
� '#),( � & '0� � , −x

� (
� '#(%(*.'0� � �

 � ���� � � �'*$ (,
-'%�% 	0-
 * � � (%/ ,)'�  

1
(
� (%(*.'0� � �

−1
� (
� ),( � & '0� �

0
� (
�

x = 0
� �*$0& 	0'%& �

|x| =






x,
& � �

x > 0,
−x,

& � �
x < 0,

0,
& � �

x = 0;
sign x =






1,
& � �

x > 0,
−1,

& � �
x < 0,

0,
& � �

x = 0;

x =
����

x · |x|.
� �

[x]
� � ,
 * 	*-.0'* 	0-
 * � � '*
� ,
 �� # � � ,
0� 	0-#
 � ! % '#

�#/ #)0! 1�. � � �
� � {x} � (/ %�%)* 	*-.0'* 	0-
 * � � / ,�'0�� 	0-
 * � .* 
%�% � ,
 %3

	*-.0'0 �
*��� H

x = [x] + {x}.1�E!� .�� H
[1, 3] = 1, [−1, 3] = −2, {−1, 3} = 0, 7.
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 � #� *
 "
<

� � (,
-', 	0-
 * � ��'*	0& % �* (%�%& %�%�'#/ ,)'%-. #
 .*$, 	0-
 %), & '%� 0'0 �
(a; +∞)

� & '%� 0'* )-,� (,
-'0�
x,
(
� � $0�

x > a;
[a; +∞)

� & '%� 0'* )-,� (,
-'0�
x,
(
� � $0�

x ≥ a;
(−∞; a)

� & '%� 0'* )-,� (,
-'0�
x,
(
� � $0�

x < a;
(−∞; a]

� & '%� 0'* )-,� (,
-'0�
x,
(
� � $0�

x ≤ a;
(a; b)

� &'%� 0'* )-,� (,
-'0�
x,
(
� � $0�

a < x < b;
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(a; b]
� &'%� 0'* )-,� (,
-'0�

x,
(
� � $0�

a < x ≤ b;
[a; b)

� &'%� 0'* )-,� (,
-'0�
x,
(
� � $0�

a ≤ x < b;
[a; b]

� & '%� 0'* )-,� (,
-'0�
x,
(
� � $0�

a ≤ x ≤ b,
(−∞; +∞)

� &'%� 0'* )-,� (,
-'0� 	0-#
 �
� %� '1 � �0� &'%� 0' '*�0)*�. � �/ %& ,� $%& �

[a; b]
� ),(/ ,�$%& �

(a; b)
� ,'. #/ )*
 %& # �

�>??>�577R �� 
 � 
� �%�'*	#''� �/ %& ,� $,) . *$%� )0$%/ 0-. %)1

�. � .*$, �%�'*	#''� �

]a; b[ = (a; b)
�
]a; b] = (a; b]

,
[a; b[ = [a; b)

� (#
a, b ∈ R ∪ {+∞,−∞} �

��7>@577R O� 
 �0-
 %)* �/�& * � �/�& *� '* � $,
 )0�/ *'% �%	*.$%
)1 .%	$1 �� �#)'0
 '*�/�& � ! % ))*� *�. � (%(*.'0& � , ),(/ ,�%$�(%)� 0'1 � $%�% )0$%/ 0-. %)1�. � � $ %(0'0�� )0& ,/� )*''� (%)� 0
'0 �
6�����$ � �C5���$ :�5.$ 5��"��25& $ "��E�"����5�2 ���� C .�%�

���� ��: � :�5.�"�� E!&��� �� �� �� E!�"�.�� �

• :�5.$ D "��E�"�� �S ��: �
O

�
• :�5.$

x 6= 0
"��E�"���S ��: �

Ax
H !����%�"��� �� "�� 5���� |x|"�� ��: �

O
H E!�:��$ �.& �������;�

x
!$< "�� � �� ��: �

Ax�� �C5�9 S�25& $ "�#!����$ ��������$ ��E!&�� H � �.& "�� �S���;�
x
� $ E!���.�����$ ��E!&�� �

1�"E� � H  ����C ��:)�
A

"��E�"���S :�5.�
xA

H �#5�.9��� "�.��
:��� & �;� ��!�"�9 S ��"���� "��! �� �

OA
� F� :�5.� ������� H & � �

��E!&� "��
O

��
A

�������C H � " �� �S��� $ E!���.�����$ "�E�� $�
M �;.&�$ �� )� � �C5�� :�5.� �� �.� ����"�9�2 ��: ��� :�5.��

"�� E!&��� � -!� )2��$ �#5�.9��� "�.�:��� ��S E!�5�$ ;�����!�:�$
����!E!���)�9 � |a−b| � "�� 5���2 ��� ��: ���

a
��

b
:�5.�"�� E!&��� �
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 � 
� (,
-'%�% � -$,'	#'', (#-�.$%), (/ %�0 � � �'*
$*& 0 � ,-
� (#-�.$%)%3 $%& 0
x−

n

,
x+

n

'*�0)*�. � ),(�%),('% '*�
0 

� #''�& � � .%	',-.� (% � �'*$,) � ,-
� $%& 0 � '#(%-. *	#� .* '*(


0� $%& � � $! % x−

n

� '*
�,
 ��0
 � (#-�.$%)0� (/ %� ,) � � �'*$*& 0
� ,-
� $%& 0 � � $, '# �#/ #)0! 1�. � � �

x+
n

� '*
& #'�0
 � (#-�.$%)0�(/ %� ,) � � �'*$*& 0 � ,-
� $%& 0 � ! % �,
 �� ,� ',� � �
%� 37/2-.0B(8 �� �
���� ��� D �;6(9+:(B P 1+,./7-0� C
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1�E!� .�� H ��#.�����&� � ��:��5�9 �� �"�< ��� �" E �5.&  ���
� ����5��:�9 � ���.�% �� :�5.� �

• −1, 23456...
S "��E�"���� :�5.� −1, 24

� −1, 23
�

• −1, 23
S "��E�"���� :�5.� −1, 23

� −1, 22
�

*��� H

∀ x ∈ R ∀ n ∈ N x−
n ≤ x−

n+1 ≤ x < x+
n+1 ≤ x+

n = x−
n + 10−n.

�'3�

� 5�> � 
 � ,
-'# 	0-
 %
x
& #'� #� ',� (,
-'#

y
� .%(, , 
0� # . %(,�$%
0 ,-'1 .*$# '*�
0� #''� � '*(
0� $%& 	0-
 *

x
� � $# & #'� # �*'*�
0� #''� � '#(%-.*	#� 	0-
 *

y
� ., � -*& %� $,
 �$,-.� �'*$,)

� ,-
� $%& 0 � ∀ x, y ∈ R x < y ⇔ ∃ K ∈ N x+
K < y−

K .

� 8?5F577R 
 I��;.&���� ��"�� �S��� � �C5� � :�5.�
x = αn...α0, β1β2...�

y = γm...γ0, δ1δ2... ,
$ ��E�5�< & �< ���� E�!���$ �	� � � � �

x < y
H ��

�5�$S �� � ���$!�.2��
K

H E!� & ��$ �
αn...α0β1...βK < γm...γ0δ1...δK ,E!�:��$ !����)& ��� E!�"�9 �� .�"�9 :�5������ ��!�"��5�� E�!�"��

�$S � ���" � ��"�����& ��$"������& �, � � T�� � ��!���S�� �

x+
K = x−

K + 10−K < γm...γ0, δ1...δK = y−
K .

-�%�!���& ��"�� ���& �� "�E��� "�� �S���<
x
H
y

:� !����< ����
 �" �:�"���� � � �5�����5�2 � #��E�5�!����C ��5. ��� ����:���& "�� �
��% ���& E�!&� $ �� ��#.����2 � �C5��;� :�5.� �

�.& !�)����.2��<
x
H
y
� " ����%���& E�!&� $ � �C5��< :�5�. ��!��

�$S�� �

0 < x < y ⇔ 0 <
1

y
<

1

x
.

� 
� 
 � ��� ��������� � ������ ��8���
45865�> JJ 
 ��/ *)(� 1�. �-� .*$, )0-
 %)
� )*''� ! %(% � ,(& '%

� 0' 	0-
 %)%3 �/�& %3�

� � +'%� 0'* /*� ,%'*
 �'0� 	0-#
 � �
 ,	#''* �

 � +'%� 0'* (,
-'0� 	0-#
 � '#�
 ,	#''* �
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� � � #$*/ . ,) (%�1.%$ ,'. #/ )*
 ,) (0; 1)n / ,)'%�%.1� '0
 � ,(& '%

� 0',

(0; 1)
�

� � �'. #/ )*
 / ,)'%�%.1� '0
 	0-
 %),
 �/�& ,
 �
� 8?5F577R

�� I����%$S�� "5� �!�#�
p/q

�
p
� )�.� H

q
� ���$!�.2�� � $ "�;.& �

� � ��5 ��:����� ��#.�)� � $  �����$ !&� $ �#5�.9��� "�.�:���
:�5�.2�� � 5��.� � �!�5��S �� � E!� �5$"� �� � !&�� "��� H $
 �����$ 5��"E:� $ �������� 5��.�C � �!�5��S �� � E!� �5$"�
�� � 5��"E:� � E!�"�!$: �

0 → 1 → −1 1
2 → − 1

2
1
3 → − 1

3 · · ·
↙ ↗ ↙ ↗ ↙ · · ·

2 −2 2
2 − 2

2
2
3 − 2

3 · · ·
↓ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ · · ·
3 −3 3

2 − 3
2

3
3 − 3

3 · · ·
↙ ↗ ↙ ↗ ↙ · · ·

4 −4 4
2 − 4

2
4
3 − 4

3 · · ·
↓ ↗ ↙ ↗ ↙ ↗ · · ·
5 −5 5

2 − 5
2

5
3 − 5

3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

4 ����� 5�!�. ��� E�!&�� �$��!�)�� �.������" ��#.�)� � I��
)����.2���$ :�5.$ � ��5 �!�����$ �!�#$ � E�5��"��� $ "���
S��� �������:�$ "��E�"����5�2 ����! C�;� E�!%�� E�&"� �.&
" �����;� E�!&� $ �#<��$ ��#.�)� � 1�E!� .�� H −3

#$�� 	��� $
�� ��$ E�!�. � $ !�)����.2��< :�5�. H #� 2

2 = 1.
4 �����C 5E�5�#

�#<��$ ��#.�)� ����� "� �!�5���� �.& ��"�����& �. �:����5��
�. �:����;� �# �S�����& �. �:����< ������ �

� � -!�E$5���� H� � ������� � �C5��< :�5�. � �. �:���� H ��#�� �5�$S
���.�"�5�2 ���$��!$"��� � � �.������ � ��"�!��� �� � �������
� �C5�� :�5.�

ε
$ ����< "�� D �� �H E!� & ��$ �.& ��"�.2��;�

���$!�.2��;�
j j

�� )�/!� E�5.&  ��� :�5.�
ε
"������� "��

j
���

)�/!�
j
�;� :�5.� � "�� 	 � M� E�#$��"�9 $�"�!��� � �C5�� :�5.�

"������� "�� $5�< E�!�. �:���< � �C5��< :�5�. � 4�&".��� 5$E�!��
:��5�2 " ��$S �� �� H � � E!�E$� ���& E!� �. �:����5�2 �������



��

� �C5��< :�5�. <�#�� � 4� �!�5����C 5E�5�# ��! $"��2 ����"��
9�2 (,*�%'*
 �'0& & #.%(%& � *'.%/ *# �

' � �.& ������< ���:��2 �
α(j) = 0, α

(j)
1 α

(j)
2 α

(j)
3 ... ∈ (0; 1)

H � �
j = 1,� H ' H ��� H

n
E�#$�$S�� �

α = 0, α
(1)
1 α

(2)
1 α

(3)
1 ...α

(n)
1 α

(1)
2 α

(2)
2 α

(3)
2 ...α

(n)
2 α

(1)
3 ... ∈ (0; 1).

4 ����� E�!��"�!���& ����S "��S��� �������:�$ "��E�"����5�2
�.������"

(0; 1)n �� E�"��� E���������
(0; 1)

� M ��%�;� #� $H
�.�����

(0; 1)
H & �C ��S �� �C "�;.&� �

0, 9α
(2)
1 α

(3)
1 ...α

(n)
1 9α

(2)
2 α

(3)
2 ...α

(n)
2 9... ,

�����.�"� ��!����� " ������ 5E�5�#�� �
, � 4��S��� �������:�� "��E�"��� �5�2 ��� ��: ��� E!&��� �� E�"�

 �.� #��  !�C��< ��:� "5����".9 S�25& �� ��E���;�9 )���!�.2�
��� E!�� )�� H )���! & �� � )���! E�" �.� H �� E!&�$H E�!�.�.2�$
� �����!$H � � �#��� $S E�" �.� � 4��S��� �������:�� "��E�"�� �
��5�2 ��� ��: ��� E�" �.� �� C�;� � �����!� ����S�25& �!���
;���.2��9 E!�� )�S9 E�" �.� �� � �����! � *��� H �5�$S "��S���
�������:�� "��E�"����5�2 ��� E!&��9 C ����!"�.�� �$ �����$
!��� � � �����!�� #��  !�C��< ��:� � ���" � !�5 � '� �

�	 
� � � G�����!�:�� ��"�� ���& !�"��E��$���5�� E!&��� H E�" �.� C
����!"�.$�

%�'(6F � 7-/(6 ;<=?
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 �5��� ��� ��������� ���� ���������
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 � %-
 ,(%)',-. � (,
-'0� 	0-#
 {xn}

�

• '# �/ %-. * � � $! % x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ · · · ≥ xn ≥ xn+1 ≥ · · · ;
• '# -�*(* � � $! % x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ · · · ≤ xn ≤ xn+1 ≤ · · · ;
• �/ %-.* � � $! % x1 < x2 < x3 < · · · < xn < xn+1 < · · · ;
• -�*(* � � $! % x1 > x2 > x3 > · · · > xn > xn+1 > · · · .2 )-,� 	%.0/ �%� )0�*($*� �%-
 ,(%)',-. � '*�0)*�. � & %'%.%''%� �1 ()%� %-. *'',� � -./ %�% & %'%.%''%� �

��7>@577R O� 
 � %-
 ,(%)',-. � (,
-'0� 	0-#
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• %�& #� #'* �'0�1 � � $! % ,-'1 (,
-'# 	0-
 %� � $# '# �#/ #)0! 1 )-,	
 #'0 � , 3 �%-
 ,(%)'%-. ,�
• %�& #� #'* �)#/ �1� � $! % ,-'1 (,
-'# 	0-
 %� � $# '# & #'� #� ',�)-, 	
 #'0 � , 3 �%-
 ,(%)'%-. ,�
• %�& #� #'*� � $! % )%'* %�& #� #'* %('%	*-'% �'0�1 , �)#/ �1 �45865�> JO 
 � #� *
 {xn}

� & %'%.%''* %�& #� #'* �%-
 ,(%)',-. �(,
-'0� 	0-#
 � �%(, ,-'1 .*$# (,
-'# 	0-
 % � � �/ 0 � $%& 1 � ,
 * 	*-
.0'* , �1(�
� $* -. *
 * $,
 �$,-. � �'*$,) �#��%-#/ #('�% � ,-
� (#-� 
.$%)%3 $%& 0 1 �*�0-,
xn
.* -*& *� ! % ) � � (
� )-,� � � �%	0'*�	0 �
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� 8?5F577R 
 I��;.&���� "�E��� ��5E����� E�5. ���"��5�� �������<
� �C5��< :�5�. �"5� ��% � "�E�� � !��;.&��9�25& ���.�;�:�� #� � 1�<�C
E�����&

xn
��5&� �"�� �!�#�� ��S �� �C "�;.&� �

xn = α(n)
m α

(n)
m−1...α

(n)
1 α

(n)
0 , β

(n)
1 β

(n)
2 ...β

(n)
k β

(n)
k+1... .

%934 ;(.3 +,(1-(./+ ,(,7/-2* , +>.-2* L2.'3 P =( -' @6(./7< P 5 ;(,7-(95 ,7A3 + ,(1','--+ ;(/6+)-( ?5B7/2 -' -7>)+30?' P 7 -7>9'-?' -'1+, �<9-' E+3' L2.3(
zN

C �B=( : L3'-2 ;(.3 +,(1-(./+ P ;(L2-7ML2 1+, 4B(F(.0 -(9'67 P 1+, �<9-+ P /(,(./7/-0( 6(@F34-5/2 ;(.3 +,(1-+./0
{−xn}
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k
E�5. ���"��5�2 ���$!�.2��< :�5�.

zn = α
(n)
m α

(n)
m−1...α

(n)
1 α

(n)
0 β

(n)
1 β

(n)
2 ...β

(n)
k

�� 5E�� �S C �#������ �"�!<$ :�5.��
10k+m+1.

M;���� �� ��$"�����
�&� + H )& E�5. ���"��5�2 ��S ��C#�.2%�C :.��

zN
� *��� H �5�$S ���$�

!�.2��
N,

E�:���9:� "�� & �;� ���#�� �.& "5�< ���$!�.2��<
n > N

�
��S�� �

zn = zN
� *5����S � "�"�.����� �"�!�����9 ���!��� �

� 
� 
 ������� ��� �4������ � ��� ��4�
1�<�C �.& ��"�.2��;� )�.�;� :�5.�

n
"����:��� ������� � �C5��<

:�5�.
An

H �
K

H
L

� ��& � )�. � :�5.� H E!�:��$
K < L

� M�E!�"�����
�� � E����:���& �

L⋂

n=K

An = {x| ∀ n ∈ Z K ≤ n ≤ L ∧ x ∈ An};

L⋃

n=K

An = {x| ∃ n ∈ Z K ≤ n ≤ L ∧ x ∈ An};

+∞⋂

n=K

An = {x| ∀ n ∈ Z K ≤ n ∧ x ∈ An};

+∞⋃

n=K

An = {x| ∃ n ∈ Z K ≤ n ∧ x ∈ An};

L⋂

n=−∞
An = {x| ∀ n ∈ Z n ≤ L ∧ x ∈ An};

L⋃

n=−∞
An = {x| ∃ n ∈ Z n ≤ L ∧ x ∈ An};

+∞⋂

n=−∞
An = {x| ∀ n ∈ Z x ∈ An};

+∞⋃

n=−∞
An = {x| ∃ n ∈ Z x ∈ An}.



��

1�E!� .�� H

+∞⋂

n=1

(
0;

1

n

)
= Ø,

+∞⋃

n=−∞
(n; n + 1) = R\Z.

45865�> J� �K >7>86 � 
 � #� *
 {[an; bn]}+∞
n=1

� �%-
 ,(%)',-. � )$
 *
(#'0� ),(/ ,�$,) (,
-'%3 �/�& %3� a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ · · · ≤ b3 ≤ b2 ≤ b1,�/ 0	%& 1 (
� (%),
 �'%�% '*.1/*
 �'%�% � �'*
(#. �-� .*$0
 ),(/ ,�%$
[z/10m; (z + 1)/10m], z ∈ Z

� �/ 0 � $%& 1� �%	0'*�	0 � (%-. *.'�% )#


0$%�% '%& #/ * 	
 #'* �%-
 ,(%)'%-. ,� )-, ),(/ ,�$0 [an; bn]

'*
 #� *. �(% ��%�% ),(/ ,�$* � +* & % �
∀ m ∈ N ∃ z ∈ Z ∃ K ∈ N ∀ k > K

z

10m
≤ ak ≤ bk <

z + 1

10m
.

�'0�

�%(, ,-'1  (0'* .%	$* (,
-'%3 �/�& %3� ! % '*
 #� 0. � (% )-,� ),(/ ,� 
$,)
[an; bn]

� +*.0& #& % �
∃! x ∈

+∞⋂

n=1

[an; bn].

� 8?5F577R 
 -�5.���"��5�2 {an}
��������� C �#������ H & � {bn}

�
1�<�C

ā, b̄
� �� � � �C5�� :�5.� H � �5&� �"� ��� � & �< �#�;�9�25& � � ��

5&� �"��� ��� ���
an, bn

"��E�"���� �.& ��5����2� "�.� �<
n

���" �
E�E�!���9 ���!��$ � �

(∀ n ∈ N an ≤ bn) ⇒ ā ≤ b̄.

8E!�"� � H & � �
ā > b̄

H �� �5�$S �� � ���$!�.2��
n
H E!� & ��$

an > bn
H

� � 5$E�!�:��2 $��"� ���!��� �

∀ y ∈ R ((∀ n ∈ N an ≤ y ≤ bn) ⇒ ā ≤ y ≤ b̄.

8E!�"� � H & � �
y < ā

�#�
b̄ < y

H �� �5�$S ���$!�.2�� �� �
n
H E!�

& ��$
y < an

�#�
bn < y

� *��� H "5� �.������ E�!����$ +∞⋂
n=1

[an; bn]
.����2 ���

ā
�
b̄
� -!�E$5���� H � �

ā < b̄
H ��� � �5�$9�2 �� �

z ∈ Z
�

m ∈ N
H E!� & �< �

ā ≤ ā+
m =

z

10m
<

z + 1

10m
≤ b̄−m ≤ b̄,



��

��#�� ��5&� �"� ��� �
ā
��

b̄
��

(m− 1)
�;� E�5.&  ��� �#�;�9�25& H � "

m
��$ "��! ���&9�25& � T�� � "��!��� 

[z/10m; (z+1)/10m]
5��.�� ��"���

��
10−m ��5���25& $ "��!�� $ & ��";���� ��.�� ��"���� ���" � �'0�� �

4�&".��� 5$E�!�:��5�2 " ��$S �� �� H � � E!�E$� ���&
ā < b̄

<�#�� �
4�#!�"%�

x = ā = b̄,
��!���S�� �

+∞⋂

n=1

[an; bn] = {x}.

� 
� 
 3 �� � � ������� �������
��7>@577R �� 
 �1& * (,
-'0� � .* 
 � (,
-'# � � ! % '# & #'� # ),()-,�# -1& '*�
0� #'� � .* 
 � '#(%-. *	#� , '# �#/ #)0! 1 )-,� -1&'*�
0� #'� � .* 
 � '*(
0� $%& � ∀ n ∈ N x−

n + y−
n ≤ z ≤ x+

n + y+
n ." ,�'0�#�

x − y
'*�0)*�. � -1& 1 	0-#
 � , −y

�

�5�$"���& �� S����5�2 5$�� "�E.�"�S �� 5E!�"�����& $��" ����
!��� 6����!� �.& E�5. ���"��5�� "��!�� �"

[x−
n + y−

n ; x+
n + y+

n ]
���" �

��! �"��5�� �'3�� �
��7>@577R ��
 � %�1.%$ '#),( � &'0� (,
-'0� � .* 
 � (,
-'# � �
! % '# & #'� # ),( )-,� (%�1.$,) '*�
0� #'� � , 
 � '#(%-. *	#� .* '#
�#/ #)0! 1 )-,� (%�1.$,) '*�
0� #'� � .* 
 � '*(
0� $%& �

∀ n ∈ N x−
n y−

n ≤ z ≤ x+
n y+

n .

�5�$"���& �� S����5�2 ��#$� $ "�E.�"�S �� 5E!�"�����& $��" ���!��
�� 6����!� �.& E�5. ���"��5�� "��!�� �"

[x−
n y−

n ; x+
n y+

n ]
�

x+
n y+

n − x−
n y−

n = (x−
n + 10−n)(y−

n + 10−n) − x−
n y−

n =

= 10−n(x−
n + y−

n ) + 10−2n < 10−n(x+
0 + y+

0 + 1),

�� E!�"� :�5���� ��!�"��5�� � & ��";���� ��.� ������� :�5.� �.&
��5����2� "�.� �;�

n.

%D E0(95 > 5 -7./5;-2* (@-7L'--4* P 167*(15ML2 -'6+1-(./+ ;>�C /7 137./21(./+1+,-(? '--4 ;(64,B5 ,34 .B+-L'--2* ,'.4/B(12* ,6()+1 P ,(./7/-0( 6(@F34,7/2.592 ;,()5/B2 C -7)32:'-0 @ (,-+<M B+30B+./M @-7B+1 ;+.34 B(92 C



� �

��7>@577R �= 
 � %�1.$%& (,
-'0� 	0-#
 � .* 
 '*�0)*�. � 	0-
 %
|x| · |y|, � $! % 	0-
 * � , 
 %('%�% �'*$*� .* −|x| · |y|, � $! % / ,�'%�%�'*$* �

|x · y| = |x| · |y|, sign (x · y) = sign x · sign y.

45865�> J� 
 � 
� $%� '%�% (,
-'%�% 	0-
 * � � ),(& ,''%�% ),(
0
� ,-'1 .*$# %�#/ '#'# x−1 � �/ 0 � $%& 1

xx−1 = 1.

� 8?5F577R 
 � �; � E�!�5"��:���5& H � � � �5�$"���&
x−1 "�E.�"�S

�5�$"���&
(−x)−1 = −x−1.

*��� H ��5����2� �#������5& "�E�� ��
�������;�

x,
 �.� �.& ��5����2� "�.� �<

n
5E!�"��$S�25& ��!�"�

��5�2
x−

n > 0.
�.& E�5. ���"��5�� " .�����< "��!�� �"

[(x+
n )−1; (x−

n )−1]� !�)����.2����  ��)&�� 5E!�"��$9�25& $��"� ���!��� 6����!� �

(x−
n )−1 − (x+

n )−1 =
x+

n − x−
n

x−
n x+

n
=

10−n

x−
n x+

n
<

1

10n(x−
n )2

,

�� �5�����C "�!�� � & ��";���� ��.� ��� ���� :�5.� �.& "5�<
n
H

E�:���9:� "�� ��& �;�
n = N

� *��� H �5�$S �� � S���� � �C5�� :�5.�
y
H E!� & ��$ �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�

n
��S�� �

(x+
n )−1 ≤ y ≤ (x−

n )−1 ⇒
{

x−
n y−

n ≤ x−
n y ≤ x−

n (x−
n )−1 = 1

x+
n y+

n ≥ x+
n y ≥ x+

n (x+
n )−1 = 1

.

M ��!�����< ��!�"��5��C
x−

n y−
n ≤ 1 ≤x+

n y+
n

H & � 5E!�"��$9�25& �.&
"5�< �$ ���$ :�5.� � & ��";���� "�.� �< � ���$!�.2��<

n,
"�E.�"�S H

� �
xy = 1

���" � ����:���& +�� �
� .& ���$!�.2��;�

n
�������& � �C5��;�

x
��

10n �"����25& ��
�5$"$ ��5&� �"��  ��� $ ��E�5�

x
��

n
��� �" E!�"�!$: H � ��

10−n �
��

n
��� �" . �"�!$: � � �; � E�#�:��� H � �

∀ x ∈ R ∀ n ∈ N ∪ {0} x−
n = 10−n[10nx].

��7>@577R �J 
 � ,('%� #''�& �	*-.$%�� ()%� (,
-'0� 	0-#
 � .*
y 6= 0

'*�0)*�. � (%�1.%$
xy−1,

� $0
 .*$%� �%�'*	*�. � .*$ �
x

y
= x/y.



��

�>??>�577R �� 
 � 
� �'*� %(� #''� '*�
0� #''� / #�1
 �.*.1 )0 
$%'*''� */ 0�& #.0	'0� (,
 '*( (,
-'0& 0 	0-
 *& 0 (%-.*.'�% )0$%
'*.0 .*$, (,3 '*( '*�
0� #''�& �0� (,
-'0� 	0-#
 � +'%� 0'* /*

� ,%'*
 �'0� 	0-#
 � �%
 #� .%& 1 
 &'%� 0'* (,
-'0� 	0-#
 � �%
 # �%�'*	#'0& 0 %�#/ *� ,�& 0 & '%� #''� , (,
 #''� �
� 
� 
 ������8 ���� ���������
��7>@577R �O 
 � #� *
 {an}+∞

n=1

� �%-
 ,(%)',-. � (,
-'0� 	0-#
 �
� � � ,
-'# 	0-
 % � � �/ *'0�� �%-
 ,(%)'%-. ,� � $! % (
� (%),
 �'%


�% (%(*.'%�% � $ �*)�%('% & *
 %�%
ε
,-'1 '*.1/*
 �'# . *$# � �

�/ 0 � $%& 1 (
� )-,�
n > K / ,�'0�� �
�% 	
 #'* �%-
 ,(%)'%-. , ,

�/ *'0� , �* *�-%
�.'%� )#
0	0'%� & #'� * ),( ε
�

∀ ε > 0 ∃ K ∈ N ∀ n > K |an − A| < ε,.%�.% / ,�'0�� & ,� 	
 #'%& �%-
 ,(%)'%-. , .* �/ *'0�#� � � $
�*)�%('% & *
 # �* *�-%
�.'%� )#
0	0'%� 	0-
 % (
� )-,� '%
& #/ ,) 	
 #',) �%-
 ,(%)'%-. ,� ! % � ,
 �� ,� ',� �#)'# '*.1/*
 �'#
	0-
 % � �*$1 �%-
 ,(%)',-. � '*�0)*�. � �� ,� '%� � � %�'*	*.0 
& #& % �# . *$0& 	0'%& �

A = lim
n→+∞

an.


 � � %-
 ,(%)',-. � �/�& 1 (% +∞ (−∞),
� $! % (
� (%),
 �'%�% (%
(*.'%�% � $ �*)�%('% )#
0$%�%

ε
,-'1 .*$# '*.1/ *
 �'# � � �/ 0� $%& 1 (
� )-,�

n > K
� 
0
 	
 #' �%-
 ,(%)'%-. , � ,
 ��0
 � ',�

ε�& #'�0
 � ',� −ε
� �

∀ ε > 0 ∃ K ∈ N ∀ n ∈ K an > ε (an < −ε).

�'*$� # $*� 1	0 � 	
 #' �%-
 ,(%)'%-. , � $ �*)�%('% )#
0$0
 �& *


0
� (
� (%-. *.'�% )#
0$%�% '%& #/ * 	
 #'* �%-
 ,(%)'%-. ,� � %
�'*	*.0& #& % �# .*$0& 	0'%& �

lim
n→+∞

an = +∞
(

lim
n→+∞

an = −∞
)

.



��

� � � %-
 ,(%)',-. � �/�& 1 (% '#-$,'	#''%-. ,� � $! % (
� (%),
 �'%�%(%(*.'%�% � $ �*)�%('% )#
0$%�%
ε
,-'1 .*$# '*.1/*
 �'# � �

�/ 0 � $%& 1 (
� )-,�
n > K

�
0
 	
 #' �%-
 ,(%)'%-. , �* *�-%


�.'%� )#
0	0'%� � ,
 ��0
 � ',�

ε
�

∀ ε > 0 ∃ K ∈ N ∀ n > K |an| > ε.
�'*$� # $*� 1	0 � 	
 #' �%-
 ,(%)'%-. , � $ �*)�%('% )#
0$0
 �* *�
-%
�.'%� )#
0	0'%� (
� (%-. *.'�% )#
0$%�% '%& #/ * 	
 #'*
�%-
 ,(%)'%-. ,� � %�'*	*.0& #& % �# .*$ �

lim
n→+∞

an = ∞.

�*$, �%-
 ,(%)'%-. , '*�0)*.0& #& % '#-$,'	#''% )#
0$0& 0 �
� � � %-
 ,(%)',-. � '#-$,'	#''% & *
 *# � � $! % lim

n→+∞
an = 0.

�>??>�577R �� 
 � %-
 ,(%)',-. �� )-, 	
 #'0 � $%3 (%/ ,)'��. � -. *
 ,

"� �� ,�* . �-� (% " �
45865�> J� 
 �� ,� '* �%-
 ,(%)',-. � & *  (0'1 �/ *'0�� �
� 8?5F577R �"�� 5$E!���"��;� � � 1�<�C

A1 6= A2
� ;!���)� �#�����

E�5. ���"��5�� {an}.
�5�$9�2 ����!� :.���" E�5. ���"��5�� H E�:���9:�

"�� & �< :.��� E�5. ���"��5�� " ��!���&9�25& "��
A1

��
A2

�� �#5�.9��
��9 "�.�:���9 �� #�.2% � H ��� ��

ε = |A1 − A2|/2.
{
∃ K1 ∈ N ∀ n > K1 |an − A1| < ε
∃ K2 ∈ N ∀ n > K2 |an − A2| < ε

.

�.& "5�<
n > max(K1, K2)

��S�� �

|A1−A2| = |A1−an +an−A2| ≤ |A1−an|+ |an−A2| < 2ε = |A1−A2|.
T� �� :���� H ������� :�5.� |A1−A2|

���%� �� 5�#� H � � �����.�"� �
45865�> J� 
 � $! % �%-
 ,(%)',-. � {an}

� '#-$,'	#''% )#
0$*� .%
�%-
 ,(%)',-. � {1/an}

� '#-$,'	#''% & *
 * �
lim

n→+∞
an = ∞ ⇒ lim

n→+∞
1

an
= 0.

%K(L-+?' )53( )2 B7@7/2 -'.B+-L'--( 9737 �� ���������� 	
������� C 	,-7B5 3 +/'67/56+ ;(?26'-' .79' /7B' (@-7L'--4 C



��

� 8?5F577R 
 M ����:���& +, ��S�� �

lim
n→+∞

an = ∞ ⇔ ∀ ε > 0 ∃ K ∈ N ∀ n ∈ K |an| > 1/ε;

⇓
lim

n→+∞
1/an = 0 ⇔ ∀ ε > 0 ∃ K ∈ N ∀ n ∈ K |1/an| < ε.

� � � :.�� E�5. ���"��5�� {an}
& ��";���� "�.� �C �.& ��5����2�

"�.� �;�
n
H �� C :.�� E�5. ���"��5�� {1/an}

& ��";���� #.��2 �C ��
�$.& H E�:���9:� "�� ��& �;� ��5����2� "�.� �;�

n
�

45865�> J� 
 � 1(�
� $* �� ,� '* �%-
 ,(%)',-. � {an}
%�& #� #'* �

� 8?5F577R 
 �5�$S
K

� ����! :.��� �#�� ��� E�5. ���"��5�� H E�:��
��9:� "�� & �;� !����)& :.��� E�5. ���"��5�� �� ;!���)� ���%� ��
�#5�.9���9 "�.�:���9 H ��� � �

lim
n→+∞

an = A ⇒ ∃ K ∈ N ∀ n > K |an − A| < 1.

4�#�!��� �

M+ = max(a1, a2, ..., aK , |A|+1), M− = min(a1, a2, ..., aK ,−|A|−1).

T�� � "5� :.��� E�5. ���"��5�� .����2 $ E!����  $ ���
M−

�
M+

�

∀ n ∈ N M− ≤ an ≤ M+.

� 
� 
 ������� ������� ��� ������ �
45865�> O� 
 �/*'0�� �%-
 ,(%)'%-. , -1& � / ,�'0�� , (%�1.$,) 	
 #',)�� ,� '0� �%-
 ,(%)'%-. #
 � %('*$%)0& 0 '%& #/ *& 0 (%/ ,)'�  ),(�%),(
'% -1& ,� / ,�'0� , . * (%�1.$1 �/*'0�� �0� �%-
 ,(%)'%-. #
 �

{
lim

n→+∞
an = A

lim
n→+∞

bn = B ⇒
{

lim
n→+∞

(an ± bn) = A ± B

lim
n→+∞

anbn = AB
.

� 8?5F577R 
 M ����:���& +, ��S�� �
{
∀ ε > 0 ∃ Ka ∈ N ∀ n > Ka |an − A| < ε/2
∀ ε > 0 ∃ Kb ∈ N ∀ n > Kb |bn − B| < ε/2



��

⇓

∀ ε > 0 ∃ K = max(Ka, Kb) ∀ n > K

{
|an − A| < ε/2
|bn − B| < ε/2

⇓

|(A + B)− (an − bn)| = |(A− an) + (B − bn)| ≤ |A− an|+ |B − bn| < ε.
*��� H

lim
n→+∞

(an + bn) = A + B.
���.�;�:�� ��"����25& �5�$"���&

;!���)� �
lim

n→+∞
(an − bn) = A − B.

M#�� �� E�5. ���"��5�2 �#������ � ∃ A+ > 0 ∀ n ∈ N |an| < A+.T��$ ��!���S�� �

|AB − anbn| = |AB − anB + anB − anbn| ≤ |B||A − an| + |an||B − bn|.
{
∀ ε > 0 ∃ Ka ∈ N ∀ n > Ka |A − an| < ε/2(|B| + 1)
∀ ε > 0 ∃ Kb ∈ N ∀ n > Kb |B − bn| < ε/2A+

⇓
∀ ε > 0 ∃ K = max(Ka, Kb) ∀ n > K

|AB − anbn| ≤ |B||A − an| + |an||B − bn| <
ε|B|

2(|B| + 1)
+

ε|an|
2|A+|

< ε

⇓
lim

n→+∞
anbn = AB.45865�> O�
 � $! % �/*'0�� �%-
 ,(%)'%-. , � � (,
-'# 	0-
 %� ),(
& ,''# ),( '1
� � .% �%-
 ,(%)',-. � 	0-#
 � %�#/ '#'0� (% 	
 #',) (*'%3

�%-
 ,(%)'%-. ,� � � ,�* . �-� (%
1/A

�

lim
n→+∞

an = A ∈ R\{0} ⇒ lim
n→+∞

1

an
=

1

A
.

� 8?5F577R 
 �.& �#�� ��� E�5. ���"��5�� H � � �� S ��5 ��:���� ��.�9 H
�5�$S

K1
� ����! :.��� E�5. ���"��5�� {an},

E�:���9:� "�� & �;�
!����)& ��� :.���� E�5. ���"��5�� �� ;!���)�9 ���%� H � �� E�.�"���
�#5�.9���� "�.�:��� ;!���)� �

|an − A| <
|A|
2

⇔ A − |A|
2

< an < A +
|A|
2

⇒ 1

|an|
<

2

|A| .
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M $��"�
lim

n→+∞
an = A

"�E.�"�S �5�$"���& �.& ��"�.2��;� ��� ���
��;�

ε
����!� :.��� E�5. ���"��5�� {an}

H E�:���9:� "�� & �;� !����)&
:.��� E�5. ���"��5�� �� � � ;!���)�

A
�� �#5�.9���9 "�.�:���9 ����

%� H ���
ε|A|2/2

�

∀ ε > 0 ∃ K2 ∈ N ∀ n > K2 |A − an| <
ε|A|2

2
.

4 !��$.2���� ��S�� � ∀ ε > 0 ∃ K = max(K1, K2) ∀ n > K
∣∣∣∣

1

an
− 1

A

∣∣∣∣ =
|A − an|
|an||A| <

|A|2ε
2|an||A| < ε.
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 �'0
 )0/ *� ),( 	
 #',) �� ,� '0� �%-
 ,(%)'%-
.#
 � %('*$%)0& 0 '%& #/*& 0 �� ,�* . �-� (% ),(�%),('%�% / *� ,%'*
 �'%

�% )0/ *�1 ),( �/ *'0�� �0� �%-
 ,(%)'%-. #
 � � $! % %-. *'',
 & * �& ,-.
�),(-1.' (,
 #''� '* '1
 �� �
45865�> O= 
 � $! % 	
 #'0 %(', 3 �� ,� '%3 �%-
 ,(%)'%-. , '# �#/ #)0 

! 1�. � ),(�%),('0� 	
 #',) ,'� %3 �� ,� '%3 �%-
 ,(%)'%-. ,� .% �/*'0��
�#/� %3 �%-
 ,(%)'%-. , '# �#/ #)0! 1 �/*'0�� (/ 1�%3�






∀ n ∈ N an ≤ bn

a = lim
n→+∞

an

b = lim
n→+∞

bn

⇒ a ≤ b.
�'7�

�'*$� # $*� 1	0 � ) '#-./ %�0� '#/ ,)'%-.�� & %� '* / %�0.0 �/ *'0	
'0
 �#/ #� ,( �
� 8?5F577R �"�� 5$E!���"��;� � � -!� 5E!�"������ $��"� �'7 � �.&
��"�.2��;� �������;�

ε
�5�$S �� � ���$!�.2��

N
H E!� & ��$ �.& "5�<

���$!�.2��<
n > N

5E!�"��$9�25& ��! �"��5�� �
{
|a − an| < ε
|b − bn| < ε

⇔
{ a − ε < an < a + ε

b − ε < bn < b + ε
.

�'	�

� #� 5E!�"��$"�.�5& ��!�"� �5�2
a > b

H �� H "�&"%�
ε = (a − b)/2

H �
��! �"��5��C �'	� ����� ��!����� �

b − ε < bn < b + ε = a − ε < an < a + ε,

� � 5$E�!�:��2 $��"� �'7 � �



��

�>??>�577R �� 
 � , -./ %�0� '#/ ,)'%-. #
 & ,� ),(�%),('0& 0 	
 #'*
&0 �� ,� '0� �%-
 ,(%)'%-. #
 '# )0�
0)*�. � -./ %�, '#/ ,)'%-. , & ,�
�/*'0��&0 �0� �%-
 ,(%)'%-. #
 �

1�E!� .�� H �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
n

5E!�"��$S�25& 5�!��
;� ��!�"� �5�2 � −1/n < 1/2n H �.�

lim
n→+∞

− 1

n
= 0 = lim

n→+∞
1

2n

���" � E!� .��� �#:�5.���& ;!���)2 � �
45865�> OJ �968 >6B C6>7BA :� 
 � $! % 	
 #'0 %(', 3 �%-
 ,(%)'%-. ,%�& #� #', �)#/ �1 . * �'0�1 ),(�%),('0& 0 	
 #'*& 0 ()%� ,'�0� �%
-
 ,(%)'%-. #
 � ! % & *�. � -� ,
 �'1 �/ *'0�� � .% 
 �� �%-
 ,(%)',-. �
�� ,�* . �-� (% . , 3 -*& %3 �/*'0� ,�

{
∀ n ∈ N an ≤ bn ≤ cn,
lim

n→+∞
an = lim

n→+∞
cn = A ⇒ lim

n→+∞
bn = A.
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 �.& ��"�.2��;� �������;�
ε
�5�$9�2 ����!� :.���" E��

5. ���"��5��C H � � �#��� $9�2 ����$ �� �"�!<$ ���$ E�5. ���"��5�2 H E��
:���9:� "�� & �< :.��� )�< E�5. ���"��5��C "��!���&9�25& "�� 5E�.2�
��� ;!���)� �� #�.2%� H ��� ��

ε
H �� �#5�.9���9 "�.�:���9 �

{
∀ ε > 0 ∃ K1 ∈ N ∀ n > K1 A − ε < an < A + ε
∀ ε > 0 ∃ K2 ∈ N ∀ n > K2 A − ε < cn < A + ε

⇓
∀ ε > 0 ∃ K = max(K1, K2) ∀ n > K A−ε < an ≤ bn ≤ cn < A+ε.
M"�� 5� C "�E.�"�S �"�!�����& ���!��� � 4�E��� 

A = ±∞ E��!�#��
!��;.&���� ���.�;�:�� �

� 
� 
 ���4���� �5�������8 �������
45865�> OO 
 ��/ *)(� 1�. �-� .*$, )0-
 %)
� )*''� ! %(% �/ *'0�� �

∀ k ∈ N lim
n→+∞

nk = +∞ ∧ lim
n→+∞

1

nk
= 0;



��

∀ a > 1 lim
n→+∞

an = +∞ ∧ lim
n→+∞

1

an
= 0;

∀ k ∈ N ∀ a > 1 lim
n→+∞

nk

an
= 0.
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 �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
k
� ��"�.2��;�

ε > 0
���C�

���25& �� � ���$!�.2��
N > ε

H E!� & ��$ �.& "5�<
n > N

5E!�"��$�
9�25& ��!�"��5�� �

nk ≥ n > N > ε.�.& ��"�.2��;�
a > 1

��S�� �

an = (1 + (a − 1))n =

n∑

j=0

Cj
n (a − 1)j > 1 + n(a − 1).

T� �� :���� H �.& ��"�.2��;�
ε
���C���25& �� � ���$!�.2��

N > (ε − 1)/(a − 1),

E!� & ��$ �.& "5�<
n > N

5E!�"��$9�25& ��!�"��5�� �

an > 1 + n(a − 1) > ε.

�.& ��"�.2��<
a > 1

�� ���$!�.2��;�
k

��S�� �

lim
n→+∞

(
(n + 1)k

an+1
:

nk

an

)
= lim

n→+∞

(
1 +

1

n

)k
1

a
=

1

a
< 1.

*��� H �5�$9�2 �� � � �C5��
γ<

� � ���$!�.2��
N

H E!� & �< �

∀ n > N
(n + 1)k

an+1
:

nk

an
< γ

⇓

∀ n > N
(n + 1)k

an+1
< γ

nk

an
< γ2 (n − 1)k

an−1
< · · · < γn−N (N + 1)k

aN+1
,

��  !�C��C E!�"�C :.�� �#�;�S�25& �� D ���" � "�� ��"�� ��� ���!��
�$ '7 E!� �" �&�� ��� ��5 ��:���� "�.� ��� C ��5 ��:���� ��.���
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 1�<�C {xk}

� ��������� �#������ E�5. ���"��5�2 � �C�
5��< :�5�. H � � �C5�� :�5.�

x
S �� �� H E!� & ��$ )�.� :�5���� � #$�2�

& � 5��.�  �.2 �5�2
n

��� �" #��E�5�!���2� E�5.& ��5&� �"��  ��� $
��E�5�

xk
�� 5��� H � � "

x
�� )� ����:�S H � � "

(xk)−n
:� "

(xk)+n
� H �.&

"5�<
k
H E�:���9:� "�� ��& �;�

k = K
� T� �

x
�5�$S H �;���� � ���!���9

', � 4!�<�"$9:� ��!�"��5�� �'3� H ��S�� �

∀ n ∈ N ∃ K ∈ N ∀ k > K |xk − x| ≤ 10−n.

T"�!�����& ���!��� "�E.�"�S � ��;� H � � �.& ��"�.2��;� ������
��;�

ε
�5�$S �� � ���$!�.2��

n
H E!� & ��$

10−n < ε
� M�

n
E��!�#��

"�&�� �#�.2%���C �� � ����! E�!%�� "�������� "�� D )�/!� E�5.&
 ��� $ ��5&� �"��$ ��E�5�

ε.

� 
��
 �����
π

I��;.&���� E�5. ���"��5�� �

{an}
� E�!����!�" E!�"�.2��<

2n� $��� �" H "E�5���< $  �.� � ���
 �< H " & �< "�!%���

2n� $��� � S ����:�5�� "�!%�����
2n+1� $��� � ���� %�  ��$:� H  ���� "�!%���

2n+1� $��� � S "�!�
%���9

2n� $��� � �#� � �.��2 �$;$ ��� E�5. ���"���� "�!%��
����

2n� $��� � ��"E�. � �
{bn}

� E�!����!�" E!�"�.2��<
2n� $��� �" H �E�5���< ��" �.� ��;�

5���;�  �.� H � �� �< H " & �< 5��!���
2n� $��� � S E!���"����

�&� E�.�"��� 5��!��
2n+1� $��� � ���" � !�5 � , � �

4 ����%���&
an

�� � �����!�  �.� ��.����2 .�%� "��
n

�� ��! $�
"��2 E!� E�� �#� �5�2 ;�����!�:��< / �;$! � � � .& ��"�.2��;� ���$!�.2�
��;�

n > 1
5E!�"��$9�25& �� � ��! �"��5�� �

an < bn
H

an < an+1
�

bn+1 < bn
H ��#��

a2 < a3 < a4 < · · · < b4 < b3 < b2.%� 763 K'(,(6 : +30F'309 :'><6?/67.. ;<= <
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-�5. ���"��5�2 {an}
�!�5��S C �#������ �"�!<$H ���$ �5�$S � � ;!��

��)& # H & $ ����"�9�2 (%)� 0'%� $%
 * � 4����%���& )�S� ;!���)� ��
� �����!�  �.� � 5��.� H & $ E����:�9�2 ;!�)2 �9 . ���!�9

π
�E��!�#�

�� :����� �E�� � � � .& �#:�5.���& :�5.�
π = 3, 141596...

� #$�2�& �9
��:��5�9 ��5��5�"$9�2 ������ ��/�!��)��.2��;� :�5.���& ���" � � ��
.� E�� ���& :�5.�

π
5$��9 !&�$ � �

-�"���$ )���!�.2���$  $�$
360◦

 �.� � !�� �$5��
r
"��E�"�� �S �$�

;� � �.� � ��"����9
2πr

� � .& ��;� H � �# ����:��� ��"���$ �$;�
k◦ H"E�%��� $  �.� E!�"�.2��C

2n� $��� �� H � �# ���� �  ��)�" �$;�
#$" C�;� "�!%���9 � M��C����

cn
� ��"���$ .������ H $�"�!���� ����

5��!�����
2n� $��� � H  ��)� & �< ��.����2 �� ����� �$;� � *���:���

��"���$ �$;� & 
lim

n→+∞
cn

� -�5. ���"��5�2
cn

�#������ �"�!<$ ��"���
��9  �.� � �!�5��S H ���$ ;!���)& �5�$S � -!� )2��$

cn
"��! ���&S�25&

"��
ank◦/360◦

�� #�.2%� H � �� �� ��"���$ 5��!��� E!�"�.2��;�
2n� $��� � H � � E!&�$S �� D H & � �

n → +∞ � *��� H �$;�
k◦ ��S �� $

��"���$ �

lim
n→+∞

cn = lim
n→+∞

ank◦

360◦
=

2πrk

360
=

πrk
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& #'� # � (,
-'0� 	0-#
 � ! % '# & #'� ,� ',� )-, #
 #& #'.0& '%� 0'0 (,
-'0� 	0-#
 	 � '*�0)*�. � .%	'%� )#/�'�%� & #
� #� 	 , �%�'*	*�. � 	#/ #� sup X

*�%
sup
x∈X

x
� �.� # �

a = supX ⇔
{∀ x ∈ X x ≤ a
∀ ε > 0 ∃ x ∈ X a − ε < x

.

� $! % 	 '#%�& #� #'* �)#/ �1� .% ))*� *�. �� ! % sup X = +∞.
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 	 � '*�0)*�. � .%	'%� '0� '�%� & #

� #� 	 , �%�'*	*�. � 	#/ #� inf X

*�%
inf

x∈X
x
� �.� # �

a = inf X ⇔
{∀ x ∈ X x ≥ a
∀ ε > 0 ∃ x ∈ X a + ε > x

.

� $! % 	 '#%�& #� #'* �'0�1 � .% ))*� *�. �� ! % inf X = −∞.45865�> O� 
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� �H #� ��"�����& �5�$"���& ��:��� ����2�� ��� � ���.�;�:�� � �.&
��"�.2��;� ���$!�.2��;�

n
E����:��� :�!��

an
��C���%�C � $5�<

5 ��:����< ��5&� �"�< �!�#�" �
n

��� ��� E�5.&  ��� H  ���� � & �<
�� ���%�C H ��� "5� �.������ �

X
� -� ����� H � � �� �C �!�# �5�$S

� "�� S����C � 6���� 5 ��:����C ��5&� �"�C �!�# �
n

��� ��� E�5.&
 ��� ��S �� �C "�;.&� �

z/10n H � � z ∈ Z
� � E������

(−∞; +∞) =

+∞⋃

z=−∞
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z
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;
z + 1
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x ∈ X
H E!� & ��$

an − 10−n < x ≤ an.
*#������

����$ E�5. ���"��5�2 {an}
�� �!�5��S H ���$ �5�$S �

a = lim
n→+∞

an.

4!�<$"�"%� ���5� �.������" E�5. ���"��5�� {an}
� �� �C5��"%� ;!��

��:��C E�!�< ��
n → +∞ H ��S�� �

(∀ x ∈ X ∀ n ∈ N x ≤ an) ⇒ (∀ x ∈ X x ≤ a).

-!�E$5���� H � �
a
�� S ��:��9 "�!<�2�9 ����9 H ��#��

∃ ε > 0 ∀ x ∈ X a − ε > x.
�,D�

� � �
10−n < ε,

�� �5�$S
b
� 5 ��:����C ��5&� �"�C �!�# �

n
��� ���

E�5.&  ��� H �.& & �;� � �.& ��"�.2��;�
x ∈ X

5E!�"��$9�25& �� �
��! �"��5�� �

an ≥ a > a − 10−n > b > a − ε > x,
� � 5$E�!�:��2 "�#�!$ E�5. ���"��5�� {an}.
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-'0� 	0-#
 ,-'1 33 �� ,� '* � ,(�%-
 ,(%)',-. � �
� 8?5F577R 
 1�<�C {an}

� ��"�.2�� �#������ E�5. ���"��5�2 � �5�$S
�# �S�����& 5 ��:�����  �.2 �5�� " ��! �� �" �

[
z

10
;
z + 1

10

]
, z ∈ Z,

%�'6-76, �(30E7-( ;<I= <@ <=?=C D L'.0B2> 97/'97/2B C



���

� � ��5���2 "5� �.������ E�5. ���"��5�� {an}.
*��� H <�:� # ���� �

)�< "��!�� �" ��5���2 ��5 ��:���$  �.2 �5�2 �.������" E�5. ���"��5�� �
4�#�!���

b1
� 5 ��:����C ��5&� �"�C �!�# � ����� ��� �� E�5.&

 ��� � �� �C H � � "��!��� 
I1 = [b1; b1 + 10−1]

��5���2 ��5 ��:���$
 �.2 �5�2 :.�� �" E�5. ���"��5�� {an}.

-�#$�$S�� E�5. ���"��5�2 {bk}!� $!����� H ��#�� "����:�9:� ��5�$E��C :.�� E�5. ���"��5�� :�!��
E�E�!���� � 1�<�C ������ E�5. ���"��5�2 " .�����< "��!�� �" �

Ik = [bk; bk + 10−k], k = 1, 2, 3, ... , K,

�  ���� � ��< ��5���2 ��5 ��:���$  �.2 �5�2 :.���" E�5. ���"��5��
{an}

� 4�#�!���
bK+1

� 5 ��:����C ��5&� �"�C �!�# �
(K + 1)

���
��� �� E�5.&  ��� � �� �C H � � "��!��� 

IK+1 =
[
bK+1; bK+1 + 10−(K+1)

]
⊂ IK

��5���2 ��5 ��:���$  �.2 �5�2 :.���" E�5. ���"��5�� {an}.
4��!��� 

IK��S �� $ ".�5��"�5�2 H �� � � ��S � ���� � "��!�� �" �
[
bK +

j

10
· 10−K ; bK +

j + 1

10
· 10−K

]
, j = 0, 1, 2, ... , 9,

�� & � ��C !��#�"�S�25& 5 ��:������ ��5&� �"��� �!�#��� �
(K+1)

�
�� ��� �� E�5.&  ��� � *��� H �� �C "��!��� 

IK+1
����� ���C�� �

M;���� � ���!���9 6����!� E!� " .����� "��!�� � H �5�$S

b = lim
k→+∞

bk.

-�#$�$S�� �#�� �$ ��
b
E��E�5. ���"��5�2 E�5. ���"��5�� {an}

� 4��
#�!��� �

n1
�� �� H � �#

an1
∈ I1

�

n2
�� �� H � �#

an2
∈ I2 ∧ n2 > n1

� ���

nk+1
�� �� H � �#

ank+1
∈ Ik+1 ∧ nk+1 > nk

� ��� �
� .& "5�< ���$!�.2��<

k
5E!�"��$S�25& ��!�"��5�2 � |b − ank

| ≤ 10−k,���$
lim

k→+∞
ank

= b,
� � C E��!�#�� #$.� ��"�5�� �



���

� 
�� 
 ����������� ������� �8
��7>@577R �� 
 � %-
 ,(%)',-. � {an}

� */ 0�& #.0	'* �/ %�/ #-,� � � $

! % $%� #' 33 	
 #' ),(/ ,�'�  . �-� ),( �%�#/ #('�%�% '* -. *
 1 � � / ,� 
'0�� */ 0�& #.0	'%3 �/ %�/ #-,3�

an+1 = an + d ⇔ an+1 − an = d.

�� 5�5����
{

an+1 = an + d
an−1 = an − d

"�E.�"�S �� � � */ *$. #/ 0-.0	'* )
 *-.0),-. � � -1& * '*-.1�'%�% .*
�%�#/ #('�%�% 	
 #',) �/ %�/ #-,3 (%/ ,)'�  �%()% '%& 1 -#/ #('�%& 1 	
 #
'1 � ��S�� �

an+1 + an−1 = 2an.45865�> O� 

n

0
 	
 #' */ 0�& #.0	'%3 �/ %�/ #-,3 (%/ ,)'�  �

an = a1 + (n − 1)d.

� 8?5F577R E!�"����� ������� ��������:��� ���$ )�� �
T"�!�����& ���!��� 5E!�"��$S�25& �.&

n = 1,
#�

a1 = a1 + (1 − 1)d.

1�<�C
an = a1 + (n − 1)d

H ��� � �

an+1 = an + d = a1 + (n − 1)d + d = a1 + ((n + 1) − 1)d.

T� �� :���� H �"�!�����& ���!��� 5E!�"��$S�25& � �.&
(n + 1).45865�> O� 
 �1& * �#/�0� n

	
 #',) */ 0�& #.0	'%3 �/ %�/ #-,3 (%/ ,)
'�  �
Sn =

n∑

k=1

ak = na1 +
n(n − 1)

2
d = n

a1 + an

2
.

� 8?5F577R E!�"����� ������� ��������:��� ���$ )�� �
T"�!�����& ���!��� 5E!�"��$S�25& �.&

n = 1,
#�

S1 = a1 = a1 +
1

2
(1 − 1)d.



���

� � �
Sn = na1 + 1

2n(n − 1)d,
�� ��S�� �

Sn+1 = Sn + an+1 = na1 +
n(n − 1)

2
d + a1 + nd =

= (n + 1)a1 +
n(n − 1 + 2)

2
d =

= (n + 1)a1 +
(n + 1)(n + 1 − 1)

2
d.

T� �� :���� H �"�!�����& ���!��� 5E!�"��$S�25& � �.&
n + 1.

� 
�� 
 ����������� ������� �8
��7>@577R �� 
 � %-
 ,(%)',-. � {an}

� �#%& #./ 0	'* �/ %�/ #-,� � � $

! % $%� #' 33 '*-.1�'0
 	
 #' (%/ ,)'�  (%�1.$1 �%�#/ #('�%�% '* %('#

 .# -*& # (,
-'# 	0-
 % � �'*& #''0$ �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3� ),(& ,'
'0
 ),(

0
.*

1
�
an+1 = qan, q 6= 0, q 6= 1.

�� 5�5����
{ an+1 = anq

an−1 = an/q
"�E.�"�S � */ *$. #/ 0-.0	'* )
 *-.0),-. � �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3�$)*(/ *. -#/ #('�%�% 	
 #'* �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3 (%/ ,)'�  (%�1.$1
�%�#/ #('�%�% .* '*-.1�'%�% 	
 #',) �/ %�/ #-,3���S�� �

a2
n = an−1an+1.45865�> �� 
 �%/& 1
 * n


�% 	
 #'* �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3�
an = a1q

n−1.

� 8?5F577R E!�"����� ������� ��������:��� ���$ )�� �
T"�!�����& ���!��� 5E!�"��$S�25& �.&

n = 1
H #�

a1 = a1q
1−1.1�<�C

an = a1q
n−1 H ��� � ��S�� � an+1 = anq = a1q

(n+1)−1.45865�> ��
 � 
� �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3 & * & % �
Sn =

n∑

j=1

aj = a1
qn − 1

q − 1
= a1

1 − qn

1 − q
.



���

� 8?5F577R E!�"����� ������� ��������:��� ���$ )�� �
T"�!�����& ���!��� 5E!�"��$S�25& �.&

n = 1
H #�

S1 = a1 = a1
q1 − 1

q − 1
.

Sn = a1
(qn − 1)

(q − 1)

⇓

Sn+1 = Sn + an+1 = a1
qn − 1

q − 1
+ a1q

n =

= a1
qn − 1 + qn(q − 1)

q − 1
= a1

qn+1 − 1

q − 1
.

��7>@577R �� 
 � $! % � � �'*& #''0$ �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3 {an}� �* *�-%
�.'%� )#
0	0'%� & #'�0
 � ',�
1,
.% %�'*	0& % -1& 1 )-,�

	
 #',) �#& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3 � $ �/*'0�� 	*-.$%)0� -1& �
lim

N→+∞

N∑

n=1

an =
a1

1 − q
.

� 
�� 
 �������� �8�

��7>@577R �� 
 �0-
 %)0
 /� ( � )0/ *� ��*�0-� .*$%�% )0�
� (1 �
+∞∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · · + an + an+1 + · · · , �, ��

(# {an}
� �%-
 ,(%)',-. � 	0-#
 � �1& 1 �#/�0� � #
 #& #'. ,)� ! % (%
/ ,)'�  �

N∑

n=1

an = a1 + a2 + a3 + · · · + aN ,

'*�0)*�. � 	*-.$%)%� -1& %� /� (1 �� �� � �/*'0�� 	*-.$%)0� -1& /� 
(1� � $! % )%'* ,-'1 � '*�0)*�. � -1& %� 	0-
 %)%�% /� (1 �
+∞∑

n=1

an = lim
N→+∞

N∑

n=1

an.



���

"� ( �� �� � �� ,� '0
 � � $! % �� �/ *'0�� � (,
-'# 	0-
 % �"� ( �� �� � *�-%
�.'% �� ,� '0
 � � $! % �� ,� '0&  .*$0
 /� ( �
+∞∑

n=1

|an| = |a1| + |a2| + |a3| + · · · + |an| + |an+1| + · · · .

1��#<����9 $��"�9 �#�� ��5�� !&�$ �, �� S �� � $��"� �

lim
N→+∞

an = lim
N→+∞

(
N∑

n=1

an −
N−1∑

n=1

an

)
= 0.

8$�� :.���" ;�����!�:��� E!�;!�5�� H �������� & �� �� �#5�.9���9
"�.�:���9 ���%�C H ��� �H � �#�� ��C � �#5�.9��� �#�� ��C !&� �

�.& ��5&� �"�;� �!�#$
α = 0, α1α2α3... ∈ [0; 1]

��S�� �

α =

+∞∑

n=1

αn

10n
,

#� �.& E�5. ���"��5�� :�5� �"�< 5$� )2�;� !&�$ 5E!�"��$9�25& �� �
��! �"��5�� �

0 ≤
N−1∑

n=1

αn

10n
≤

N∑

n=1

αn

10n
≤ α <

N∑

n=1

αn

10n
+

1

10N
,

�� �5�����C ������ E!&�$S �� �$.& H & � �
N→+∞ �

45865�> �= 
 � #� *
 �%-
 ,(%)'%-. , {an}
� {bn}

'#),( � &'0� (,
-'0�
	0-#
  .*$0& 0 � �/ 0 � $0� (
� )-,� '*.1/*
 �'0� �

0 ≤ an ≤ bn.
�%(,& * & % �

+∞∑

n=1

an = +∞ ⇒
+∞∑

n=1

bn = +∞,

+∞∑

n=1

bn < +∞ ⇒
+∞∑

n=1

an < +∞.

� 8?5F577R 
 T"�!�����& ���!��� � ��5. ��� ��! �"��5�� �

N∑

n=1

an ≤
N∑

n=1

bn,

� �� �� ���������5�� :�5� �"�< 5$� �



���

45865�> �J 
 � #� *
 {an}
� {bn}

� �%-
 ,(%)'%-. , (%(*.'0� (,
-'0�
	0-#
 �

� � � $! % lim
n→+∞

an/bn = k ∈ (0; +∞),
.% /� (0 +∞∑

n=1
an
.* +∞∑

n=1
bn%('%	*-'% ��,�*�. �-� *�% ',�


 � � $! % lim
n→+∞

an/bn = +∞,
.% � / ,)'%-. , +∞∑

n=1
bn = +∞ )0�
0)* 

/ ,)',-. � +∞∑
n=1

an = +∞.

� � � $! % lim
n→+∞

an/bn = 0,
.% � '#/ ,)'%-. , +∞∑

n=1
bn < +∞ )0�
0)* 

'#/ ,)',-. � +∞∑
n=1

an < +∞.

� 8?5F577R
�� � � �

lim
n→+∞

an/bn = k ∈ (0; +∞),
�� �.& ��5����2� "�.� �<

n5E!�"��$S�25& ��!�"��5�2 �

k

2
= k − k

2
<

an

bn
< k +

k

2
=

3k

2
.

� � � � �
lim

n→+∞
an/bn = +∞,

�� �.& ��"�.2��;� & ��";���� "��
.� �;� �������;�

ε
�.& ��5����2� "�.� �<

n
5E!�"��$S�25&

��!�"��5�2 �
an > εbn.

' � � � �
lim

n→+∞
an/bn = 0,

�� �.& ��"�.2��;� & ��";���� ��.�;�
�������;�

ε
�.& ��5����2� "�.� �<

n
5E!�"��$S�25& ��!�"��5�2 �

an < εbn.

�.& ��"�!%���& ��"�� ���& ��5����2� "� �!�5���� E�E�!���9 ����
!��$�

� 
�� 
 ��� ������� ���5�
45865�> �O 
 +'%� 0'* / *� ,%'*
 �'0� 	0-#
  & '%� 0'%� �#/ ,%(0	
'0� (#-�.$%)0� (/ %� ,) �



���

� 8?5F577R 
 � �"����� 5E�:�� $H � � #$�2�& �C E�!����:��C �!�# �
!�)����.2�� :�5.� � � �5����2� �#������5& !��;.&��� �������< :��
5�. �

αl...α1α0, β1β2...βm(γ1γ2...γn),
& � ����� E����� $ �� ��$ "�;.&� � �

10−m
(
αl...α1α0β1β2...βm + 0, (γ1γ2...γn)

)
,

��

0, (γ1γ2...γn) = 0, γ1γ2...γnγ1γ2...γnγ1γ2...γn... =

= 0, γ1γ2...γn + 0,

n
-53 +1

︷ ︸︸ ︷
000...0γ1γ2...γn + 0,

2n
-53 +1

︷ ︸︸ ︷
000...0 γ1γ2...γn + · · · =

= 0, γ1γ2...γn + 10−n · 0, γ1γ2...γn + 10−2n · 0, γ1γ2...γn + · · · =

= γ1γ2...γn · 10−n ·
(
1 + 10−n + 10−2n + 10−3n + · · ·

)
=

= γ1γ2...γn · 10−n : (1 − 10−n) = γ1γ2...γn : (10n − 1) ∈ Q.

T� H � � #$�2�& � !�)����.2�� :�5.� ����� E����� ��5 ��:�����
E�!����:��� �!�#�� H "�� ��"�� ��� ���" � ��$"�����& �'� � M�.�% ��
S�25& .�%� " ����� H & �� :���� (%)� 0'* �#/ ,%(1 � �.2 �5�2 )�/!
E�!���$ � �� �;� �!�#$ E�" �&���� �� ���:���&�� :�5�.2�� � �� �������
�� � �!�#$

p/q,
��

p ∈ Z
�
q ∈ N

� *#������5& !��;.&��� "�E�� $H
 �.� �

• p
� ���$!�.2�� :�5.� H & � ���%� H ���

q
�

• q
� "��S��� E!�5�� � �D � 4 ��%��$ !��� :�5�.2�� � �������� 

�!�#$
p/q

E��!�#�� ��������� �� 5��E��2 � :� + � E����� �!�#
$ "�;.&� �

10−nr/s,
��

r, s ∈ N
H 18�

(s, 10) = 1.

1�;���S�� H � � �������& ��
10−n ��5&� �"�;� �!�#$ �"����25&

�� E�!���5���& ��5&� �"��  ��� E!�"�!$: ��
n

��� �" �
M;���� � ���!���9 VC.�!� H �� "��S���� E!�5����

q
�� �D "�E.�"�S

�5�$"���& �� �;� ���$!�.2��;�
m

H E!� & ��$ �
10ϕ(q) − 1 = mq,

��
ϕ(q)

� ���:���& /$� )�� VC.�!� � 1�<�C

0, α1α2...αϕ(q) =
mp

10ϕ(q)
<

mq

10ϕ(q)
< 1.



���

T�� � ��S�� �

p

q
=

mp

mq
=

mp

10ϕ(q) − 1
=

mp

10ϕ(q)
· 1

1 − 10−ϕ(q)
=

mp

10ϕ(q)

+∞∑

n=0

10−nϕ(q) =

= 0, (α1α2...αϕ(q)).
M�$"����� H � � 5 ��:���� E�5. ���"��5�2

α1
H
α2

H ��� H
αϕ(q)

5��� ���
�� #$�� $�"�!��� E�"��!���&� E�"��� E�5. ���"��5�� )�/! � � �����$
!��� E��!�#�� #$�� �#�!����� $ "�� �.���� E�!���$� 1�E!� .�� H ��
��E�5$S��

1/3 = 0, 33333... = 0, (3)
H � �� D H�''� H <�:�

ϕ(3) = 2
�

*��� H ��"���� E�!���$ ��5&� �"�;� �!�#$H & �� E���S�25& ��5 ��
!����C �!�#

p/q,
� � �.2�� 

ϕ(s),
��  �����:�� !�� .�����& �� E!�5��

������ � ���$!�.2��;�
s
�� ��5���2 5��E���" � �� + H � " $52��$ ���

%��$ �#�;�S�25& �  �����:��� !�� .�����&�
q.

� 
�� 
 ����� ������

45865�> �� 
 � -'1 (,
-'#
e = lim

n→+∞

(
1 + 1

n

)n

.

� 8?5F577R 
 I��;.&���� E�5. ���"��5�2 � �C5��< :�5�. �

an =

(
1 +

1

n

)n

.

M;���� � #������9 /�!�$.�9 H ��S�� �
(

1 +
1

n

)n

=

n∑

j=0

n!

j! (n − j)!

1

nj
=

= 1 +

n∑

j=1

n(n − 1)(n − 2) · · · (n − j + 1)

nj

1

j!
=

= 1 +
n∑

j=1

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
· · ·
(

1 − j − 1

n

)
1

j!
.

�,��

-!� �#�.2%����
n

�� � " ��!������$ "�!��� �,�� � �&"��25& ��"�C
������ �

(
1 − 1

n + 1

)(
1 − 2

n + 1

)
· · ·
(

1 − n

n + 1

)
1

(n + 1)!
> 0,



���

�  ����C � $�� ��E�5���< ����� �" H  !�� �"�< E�!%�< H � � ��!�"�
�99�2 �H �#�.2%��25& H #� ������ � "�;.&�$

(1 − j
n )

�����&�25& ��
#�.2% � ������ � "�;.&�$

(1− j
n+1 )

� *��� H E�5. ���"��5�2 {an}
�!�5�

��S �
� �"����� � � �#������5�2 � 4�.$:�"%� �� ��E�5$ "�!��$ �,�� "5�

������ � "�;.&�$
(1 − j

n )
H �� ��.2 � �#�.2%��� C�;� "�.�:��$ �

an < 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · + 1

n!
.

�,'�

M�����"%� $ �������� �< �!�#�" ������ � H � � #�.2% � H � �� � H �� � H
�� .�%� �#�.2%��� E!�"$ :�5���$ ��!������ ��! �"��5�� � T��$ �����
���� �

an < 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ · · · + 1

2n−1
< 3,

#� 5$�� )-,� :.���" ;�����!�:��� E!�;!�5�� H � � E�:���S�25& � � � ��S
�������� ��� H ��!�"�9S � �

*��� H E�5. ���"��5�2 {an}
�#������ �"�!<$ � �!�5��S H ���$ "���

�#�� �� �

� 
�� 
 ������8 ����� ������ �6��� �8�6

45865�> �� 
 ��/ *)(� 1 . �-� / ,)',-. � �

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ · · · .

� 8?5F577R 
 4� �!�5��S�� �.������ ��"�����& E�E�!���2�� ���!��
�� � M�/ � 5$S�� ���$!�.2��

k
� !��;.&����

n > k
� M ���������5��

E�5. ���"��5�� {an}
�� E�����& �,�� "�E.�"�S H � �

e > an > 1 +

k∑

j=1

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
· · ·
(

1 − j − 1

n

)
1

j!
.

-�5.& ;!���:��;� E�!�<��$
n → +∞ ��S�� �

∀ k ∈ N e ≥ 1 +

k∑

j=1

1

j!
⇒ e ≥

+∞∑

j=0

1

j!
.



���

4����:�5 E�5.& ;!���:��;� E�!�<��$
n → +∞ $ ��! �"��5�� �,'�

��S�� �

e ≤
+∞∑

j=0

1

j!
.

*)����� ��:��5�2 ��#.�����& :�5.�
e
!&��� � � � �

n > k
H ��

n∑

j=0

1

j!
−

k∑

j=0

1

j!
=

n∑

j=k+1

1

j!
=

=
1

(k + 1)!

(
1 +

1

k + 2
+

1

(k + 2)(k + 3)
+ · · · + 1

(k + 2)(k + 3) · · ·n

)
<

<
1

(k + 1)!

(
1 +

1

k + 2
+

1

(k + 2)2
+

1

(k + 2)3
+ · · ·

)
=

=
1

(k + 1)!
(
1 − 1

k + 2

) =
k + 2

(k + 1)(k + 1)!
.

T� �� :���� �

0 < e −
k∑

j=0

1

j!
<

k + 2

(k + 1)(k + 1)!
.

-�����& :�5.�
e

5$��9 !&�$ ��S ���;$ ���C�� )� :�5.� H "� ��
!�5��"$9:� �� �C ����� E�5. ���"��< ��#.����2 H �.& & �;� �

• "��<�.���& "�� ��:��;� ���:���& ��5����2� %"�� � �#�;�S�25&
�� �$.& H � "����� C�;� �)�� � �"�!<$ �

• E!� ���<�������  ����;� ��5�$E��;� ��#.�����& "� �!�5���
"$9�2 !��$.2���� "5�< E�E�!����< !��!�<$� �" �

I��!�<$� � " ��$9�2 �� �� H � �
e = 2, 718 281 828 459 045 ... .

� 
2� 
 � �� ��� ���6�������� ������8
��7>@577R ��
 � ,
-'# 
 � $%/ ,'� '*.1/ *
 �'%�% -. #�#'� � (,
-'%

�% � � � $! % yn = x.

� #),( � & '0
 (,
-'0
 $%/ ,'� �*/ '%�% -. #�#'� '#
),( � & '%�% (,
-'%�% � *�% (,
-'0
 $%/ ,'� (,
-'%�% � '#�*/ '%�% -. #�#
'� �%�'*	*�. �# 	#/ #� n
√

x
, '*�0)*�. � */ 0�& #.0	'0& $%/ #'#& �

%� 7/'97/2L-2> .291(3 √ -7@217M/0 67,2B73(9 C
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*5����S �"�!�����& E��!�#$S E�&5���2 � -�.� � �C5��< :�5�. ��� �
�� !��%�!��� �� E�.&  ��E.� 5��< :�5�. H " & ��$  ���� � �C5�� :�5�
.� H "������� "�� �$.& H ��S

n
!����<  ��E.� 5��<  �!���" 5��E��&

n
�

� .& E�!��;�
n = 2k

)� "�&".&S�25& �� �
y2k = x ⇔ (−y)2k = x.

� �!�� �!�/����:��C  �!��2 "5� ��% �  ��E.� 5��  �!��� "����:�9�25&
��"�.� E!�5�� ���" � !��� �. �6��E.� 5� � :�5.�� � �
45865�> �� 
 � 
� (%),
 �'0� '*.1/ *
 �'%�% � .* (,
-'%�% (%(*.'%�%
� ,-'1  (0'0
 (%(*.'0
 $%/ ,'� -. #�#'� � �

∀ n ∈ N ∀ x ∈ (0; +∞) ∃! y ∈ (0; +∞) x = yn.

� 8?5F577R 
 1�<�C
y−

k

� ��C#�.2%�C � ��"�� �S���< 5 ��:����< ���
5&� �"�< �!�#�" �

k
��� ��� E�5.&  ��� H

n
��C 5��E��2 & �;� �� E��

!�"��$S
x, y+

k

� ��C���%�C �� 5 ��:����< ��5&� �"�< �!�#�" �
k��� ��� E�5.&  ��� H

n
��C 5��E ��2 & �;� #�.2%�C H ���

x.
T� �

y−
k

��
y+

k

���C�$�25& �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
k,

#�

lim
m→+∞

( m

10k

)n

= +∞.

-�5.���"��5�2 {y−
k } �� 5E���S H � {y+

n } �� �!�5��S H E!�:��$

y+
k = y−

k + 10−k,

���$ ��S�� �
(y−

k )n ≤ x < (y+
k )n.

�,, �
M;���� � ���!���9 6����!� H �5�$S �

n
√

x = y = lim
k→+∞

y−
k = lim

k→+∞
y+

k .

-�5.& ;!���:��;� E�!�<��$
k → +∞ $ ��! �"��5�&< �,, � ��S�� �

yn ≤ x ≤ yn ⇔ yn = x.

�����5�2 �!�/����:��;�  �!��& "�E.�"�S � �� �< ��!�"��5��C �

0 < a < b ⇒ 0 < an < an−1b < · · · < abn−1 < bn.
�,+�



���

� 5�> � 
 �-'1 �/ *'0�� �
lim

n→+∞
n
√

n = 1.
�,3�

� 8?5F577R
n+1
√

n + 1 < n
√

n ⇔ (n + 1)n < nn+1 ⇔ (n + 1)n

nn
=

(
1 +

1

n

)n

< n.

T� �� :���� H E�5. ���"��5�2 { n
√

n} 5E���S H E�:���9:� "�� '�;� :.��� �
M �"�!�����& �,+� "�E.�"�S H � �

n
√

n ≥ 1.
*��� H �5�$S �

c = lim
n→+∞

n
√

n ≥ 1.

� � �
c > 1

H �� �.& ��5����2� "�.� �<
n

��S�� �

| n
√

n − c| <
c − 1

2
⇒ n

√
n > c − c − 1

2
=

c + 1

2
= 1 +

c − 1

2
⇒

⇒ n = 1 + n
c − 1

2
+

n(n − 1)

2

(
c − 1

2

)2

+ · · ·

⇒ n >
n(n − 1)

2

(
c − 1

2

)2

⇒

⇒ 1 >
n − 1

2

(
c − 1

2

)2

,

�� E!�"� :�5���� ��!�"��5�� E!&�$S ��
+∞ �.&

n → +∞.
4�&".���

5$E�!�:��5�2 " ��$S �� �� H � �
c = 1.=>B; :F8A �� 
 � 
� (%),
 �'%�% (%(*.'%�% " & * & % �

lim
n→+∞

n
√

a = 1.

� 8?5F577R 
 �.&
a = 1

�"�!�����& �:�"���� � � � �
a > 1,

�� �.&
��5����2� "�.� �<

n
��S�� �

1 < a < n ⇔ 1 < n
√

a < n
√

n,

�� �5�����C "�!�� E!&�$S �� � �.&
n → +∞.

� � �
0 < a < 1,

��
��S�� �

lim
n→+∞

n
√

a = lim
n→+∞

1
n
√

a−1
= 1.
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 3 ������ ���� ��� ��������� �����

��7>@577R �= 
 � 
� )�* & '% �/ %-.0� � ,
 %�% � .* '*.1/*
 �'%�% � ,(%(*.'%�% (,
-'%�% � %�'*	0& % �
xp/q = q

√
xp.

�� 0)*.0& #& % �# -*& #
�%�'*	#''� 1 )0�*($*� ),( � &'%�% � .* '#�*/ '%�% � *�% (%),
 �'%�%(,
-'%�%

x 6= 0
, �*/ '%�% � �

M ����:���&  �!��& ���$!�.2��;� 5��E��& H  ��$����"��5�� � �� ����
����& �� ".�5��"�5��C "����%���& E�!&� $ �� ������� � �C5��< :��
5�. "�E.�"�9�2 �� � ".�5��"�5�� �E�!�)�� E����5���& � �C5��;� :�5.�
�� !�)����.2��;� 5��E��& �

xr · xs = xr+s;
�,0�

(xr)s = xrs;
�,7�

(r > 0 ∧ 0 < x < y) ⇒ 0 < xr < yr;
�,	�

(s > r > 0 ∧ x < 1 < y) ⇒ (xs < xr ∧ yr < ys).
�+D�

��7>@577R �J 
 � #� *

a > 0

�
r
� (,
-',� �%-
 ,(%)',-. � /*� ,%'*
 �
'0�

rn
& %'%.%''% �� ,�* . �-� (%

r.
��'*	0& % �

ar = lim
n→+∞

arn .

� 
�
r > 0

))*� *.0& #& %� ! % 0r = 0.
��"�����  �!� ���5�2 �� �;� ����:���& H ��#�� ����.����5�2

ar"�� "�#�!$ E�5. ���"��5�� {rn}
� 1�<�C

a > 1, r
� � �C5�� :�5.� H � E��

5. ���"��5�� !�)����.2��< :�5�.
rn

H
qn

��������� �#�;�9�25& ��
r
�

�5�$S ;!���)& "����%���& "��E�"����< :.�� �" �#������< ��������
��< � �#�� ��< E�5. ���"��5��C {arn} �� {aqn} �

b = lim
n→+∞

arn

aqn
= lim

n→+∞
arn−qn .

-!�E$5���� H � �
b > 1.

T�� � �.& ��5����2� "�.� �<
n

��S�� �

1 +
b − 1

2
=

b + 1

2
= b − b − 1

2
< arn−qn < b +

b − 1

2
=

3b − 1

2
.

M� �#�� ��5��
(rn − qn) → 0

��S�� � �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
m�5�$S �� � ���$!�.2��

N,
E!� & ��$ �.& "5�<

n > N
�

rn − qn <
1

m
⇒ a1/m > arn−qn >

b + 1

2
⇒



���

⇒ a >

(
1 +

b − 1

2

)m

> 1 + m
b − 1

2
,

�� �5�����C "�!�� E!&�$S ��
+∞,

& � �
m → +∞.

*��� :�5.�
a
� 5��.� � 4�&".��� 5$E�!�:��5�2 " ��$S �� <�#��5�2 E!�E$� ���& H � �

b > 1
� � �# ��"�5�� <�#��5�2 ��! �"��5��

b < 1,
��5����2� !��;.&�$��

�� $ E�5. ���"��5�2 �
aqn−rn → 1/b.

���.�;�:�� ��"��&�2 ����.����5�2
lim

n→+∞
arn

"�� "�#�!$ {rn},& � �
0 < a < 1.

4�.�:��� � �C5��;� 5��E��& �������;� � �C5��;�
:�5.� � ;!���)& ���:��2 !�)����.2��< 5��E���" H �.& & �< 5E!�"��$�
9�25& 5E�""����%���& �,0�+D� � � �!�� )� ���� 5E�""����%���& 5E!�"�
��$9�25& � �.& � �C5��< 5��E���" ���" � �5��"�� ���!��� E!� ;!���)�� �

� 
22 
 � �������

��7>@577R �O 
 �0-
 % � � 
 %�*/ 0�& � �* (%(*.'%� %-'%)%�
a 6= 1

�
� $! % b = ac �

c = loga b ⇔ b = ac.45865�> �� 
 � 
� (%),
 �'0� (%(*.'0�
a 6= 1

, � ,-'1  (0'0
 (,

-'0
 
 %�*/ 0�& 	0-
 * � �* %-'%)%� " �

∀ a, b ∈ (0; +∞), a 6= 1 ∃! c ∈ (−∞; +∞) b = ac.

� 8?5F577R 
 I��;.&���� "�E��� 
a > 1.

1�<�C
c−k

� ��C#�.2%�C ��
5 ��:����< ��5&� �"�< �!�#�" �

k
��� ��� E�5.&  ��� � �� �< H " & �<

"��E�"����C 5��E��2
a
�� E�!�"�� $S

b, c+
k

� ��C���%�C �� 5 ��:����<
��5&� �"�< �!�#�" �

k
��� ��� E�5.&  ��� � �� �< H " & �< "��E�"����C

5��E��2
a
#�.2%�C H � ��

b
�

ac−
k ≤ b < ac+

k .
�+ ��

��S�� �
lim

m→+∞
(a1/10k

)m = +∞, lim
m→+∞

(a−1/10k

)m = 0,
���$ �� �

c−k��
c+
k

����� ���C�� �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
k
� {c−k }

�� 5E���S H
� {c+

n }
�� �!�5��S H E!�:��$

c+
k = c−k + 10−k �� "����:���&� � T� ��

:���� H E����:��� �

loga b = c = lim
k→+∞

c−k = lim
k→+∞

c+
k .



���

-�5.& ;!���:��;� E�!�<��$
k→+∞ $ ��! �"��5�&< �+�� ��S�� �

ac ≤ b ≤ ac ⇔ ac = b.

�����5�2 .�;�!�/�� "�E.�"�S � ".�5��"�5�� �+D� �E�!�)�� E����5���&
�� 5��E��& � ���.�;�:�� ����� !��;.&�$�� "�E��� 

0 < a < 1
�#�

��$"����� H � �
loga b = − log1/a b.

1���.� H ��E�5$9:�
loga b,

""��������� H � �
a, b > 0, a 6= 1.

M
����:���& .�;�!�/�� �� ".�5��"�5��C �,0� +D � "�E.�"�9�2 �� � ���
�����5�� �.& �������<

a, b, c
� ���$!�.2��;�

m
�

aloga b = b,
�+��

loga bc = loga b + loga c

⇓
loga bm = m loga b,

�+'�

loga c = loga b logb c ⇒ logb c =
loga c

logb a
,

loga 1/b = log1/a b = − loga b.

T������5�2 �+�� ����"�9�2 �5��"��9 .�;�!�/��:��9 �������5�9 H #�
� � � ��E���;�9 E�!�"�!&9�2 "5� ��5�$E�� � I �"��5�2 �+' � 5E!�"��$S�25&
� �.& !�)����.2��<

m
� I��;.&�2�� !�"� �5�2

bm = cn,
� �# E�!� ����

��5& $ )2��$� -�!�. �:�� � ! �"��5�� ����� $��;�.2���� � 1�E!� .�� H
�.& ��"�.2��< � �C5��< :�5�.

b
��

c
H "�������< "�� D H � � �"�.2��;�

���$!�.2��;�
n

5E!�"��$9�25& �� � !�"��5�� �

loga |bc| = loga |b| + loga |c|, loga b2n = 2n loga |b|.
��7>@577R �� 
 � %�*/ 0�& �* %-'%)%�

e
'*�0)*�. � '*.1/ *
 �'0&


 %�*/ 0�& %& , �%�'*	*�. � .*$ �
��

a = loge a,* 
 %�*/ 0�& �* %-'%)%� �� � (#-�.$%)0& 
 %�*/ 0�& %& �
��

a = log10 a.
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 � -'1�. � .*$, �/ *'0� , 
 -1& 0 /� (,) �

lim
n→+∞

n
√

n = lim
n→+∞

n
√

a = 1;
�+, �

lim
n→+∞

n

(
k

√
1 +

1

n
− 1

)
=

1

k
;

�++�

lim
n→+∞

n
(
e1/n − 1

)
= 1;

�+3�

lim
n→+∞

n ln

(
1 +

1

n

)
= 1;

�+0�

+∞∑

n=1

ln

(
1 +

1

n

)
=

+∞∑

n=1

1

nα
= +∞, α ∈ (0; 1];

�+7�

+∞∑

n=1

1

nβ
< +∞, β ≥ 2;

�+	�

+∞∑

n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
= c, c ∈ (0; 1).
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 I �"��5�2 �+, � ��"����� ���" � .��$ 3� � 4�!�� E�� ��� ��
;!���)� " . �"�C :�5���� !�"��5�� �++� ��!�"�9 S �

n

(((
1 + 1

n

)1/k
)k

− 1k

)

(
1 + 1

n

)(k−1)/k
+
(
1 + 1

n

)(k−2)/k
+ · · · + 1

.

��5�.2�� )2�;� "�!��$ ��!�"�9 S �H �  ����C �
k
����� �" �������

�� � E!&�$S �� �H & � �
n→+∞ � T� �� :���� H "�52 "�!�� E!&�$S ��

1/k
� *��� H !�"��5�2 �++� ��"����� �
�.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�

n > 1
��S�� �

(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n − 1

)n

⇔ 1 +
1

n
< e1/n < 1 +

1

n − 1
⇔

⇔ 1

n
< e1/n − 1 <

1

n − 1
⇔ 1 < n

(
e1/n − 1

)
<

n

n − 1
=

1

1 − 1/n
.
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� � �
n → +∞,

��  !�C��C E!�"�C :.�� �5����2�� ��!�"��5�� E!&�$S
�� �� *��� H ! �"��5�2 �+3� ��"�� ��� �

(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

⇔

⇔ n ln

(
1 +

1

n

)
< 1 < (n + 1) ln

(
1 +

1

n

)
⇔

⇔ n

n + 1
< n ln

(
1 +

1

n

)
< 1.

M"�� 5� "�E.�"�S !�"��5�2 �+0� �

K∑

n=1

ln

(
1 +

1

n

)
=

K∑

n=1

ln
n + 1

n
=

K∑

n=1

(ln(n + 1) − lnn)=ln(K + 1).
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ln

(
1 +

1

n

)
= +∞.
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(

1 +
1

n

)n

< e ⇒ n ln

(
1 +

1

n

)
< 1 ⇒

⇒ ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
≤ 1

nα

�

�.& "5�<
α ∈ (0; 1].
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β ≥ 2
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K∑

n=1

1

nβ
≤

K∑

n=1

1

n2
< 1 +

K∑

n=2

1

n(n − 1)
= 1 +

K∑

n=2

(
1

n − 1
− 1

n

)
=

= 2 − 1

K
< 2.
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1 +
1
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)n
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(
1 +

1

n

)
< 1 ⇔

⇔ 1

n
− ln

(
1 +

1

n

)
> 0;

(
1 +

1

n

)n+1

> e ⇒ (n + 1) ln

(
1 +

1

n

)
> 1 ⇒

⇒ ln

(
1 +

1

n

)
>

1

n + 1
⇒

⇒ 1

n
− ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
− 1

n + 1
,
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0 < c =

+∞∑

n=1

(
1

n
− ln

(
1 +

1

n

))
<

+∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n + 1

)
= 1.
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(x; y) → (x;−y)

�
(x; y) → (−x; y)
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(x; y) → (−x;−y)
�  ��E����
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45865�> �� 
 � ,(-. *'� & ,� .%	$*& 0

A(x1; y1)
,
B(x2; y2)

$%%/ (0 
'*.'%3 �
 %!0'0 (%/ ,)'�  � √
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

� 8?5F577R 
 � �"���� E!�� )�C "��!�� �
[A; B]

�� �"� "��S��� E�!�
E���� $.&!�� E!&�� ��!�"�99�2 |x2 − x1|

�� |y2 − y1|
H ���$ �� ���!��

��9 -�/�;�!� # ��!���S�� � |AB| =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.%O +Q 7F(6 ;)32@0B( 
IJ@
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(x− a)2 + (y − b)2 = r2 � / ,)'�''� $%
 * � �#'./ %& 1.%	� ,

(a; b)
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v̄
H
~v
H
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−−→
AB
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A
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O
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OB = ~b

�
	 �-%
�.'%� )#
0	0'%� �& %(1
 #&� )#$. %/ * ~v

� 5E!&��"���;�
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A(a1; a2)

��
B(b1; b2)

 ��!�������� E.�� ��� ��E$5���� ���
 � E����:���& �

−−→
AB =

−−→
AB (b1 − a1; b2 − a2) =

−−−−−−−−−−−−−→
(b1 − a1; b2 − a2) = ~v(b1 − a1; b2 − a2).

4� ��! �������:�� "����:�S�25& 5"����  ��!�������� H ���$ "� ��!�
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& �;� � 5$�� "��E�"����<  ��!����� ����� �" �

~v(x1; y1) + ~u(x2; y2) = ~w(x1 + x2; y1 + y2).
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−−→
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−−→
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�	 
� �� �-!�"�.� �!� $��� �� �

�
�

�
�

�
��

������������:
~v

~v + ~u
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"� ��!�< �� 5E�.2��� E�:�� �� ���" � !�5 � 7� �" ,�'0�#� )#$. %/ ,) ����"�9�2 "� ��! H  ��!������ & �;� � !�����
)� "��E�"����<  ��!����� )�< "� ��!�" �

~v(x1; y1) − ~u(x2; y2) = ~w(x1 − x2; y1 − y2).

-�#$�$S�� !����)9
~v − ~u

� "� �!�5����&� E!�"�.� �!� $��� � �.&
5$��

~u + (~v − ~u)
� 4 �� ����S� ��: � E��!�#�� "�� .�5�� "� ��!�

~v
�
~u.

� $ ���9 !����)�9 S "� ��! H E�:��� & �;� �#�;�S�25& �  ��)��
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~v
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�
�
�
�
��HHHHHHj
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~v

~u

~v−~u

�	 
� � � -�#$��"� !����)�
~v−~u

� "� �!�5����&� E!�"�.� �!� $��� � �

� %�1.$%& )#$.%/* '* 	0-
 % ����"�9�2 "� ��! H  ��!������ & �;�
� ��#$� � )2�;� :�5.� � "��E�"����<  ��!����� "� ��!�������� � �

λ~v(a; b) = ~u(λa; λb).

�#5�.9��� "�.�:��� ��#$� $ "� ��!� �� :�5.� ��!�"�9S ��#$� $
�#5�.9���< "�.�:�� 5E�"������ �" � |λ~v| = |λ| · |~v|. � � �

~v 6= 0,
��

~v
�
λ~v

���� �"� 5E!&��"��� �.&
λ > 0

� E!���.���� 5E!&��"��� �.&
λ < 0

�
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����� ����"�9�2 5$�$ ��#$� �" "��E�"����<  ��!����� "� ��!�" �

~v(x1; y1) · ~u(x2; y2) = x1x2 + y1y2.

8 �.&!��C ��#$�� "� ��!� �� 5���;� 5�#� ��!�"�9S  "��!��$ C�;�
��"���� �

~v · ~v = |~v|2.
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(~v + ~u) + ~w = ~v + (~u + ~w);

~v + ~u = ~u + ~v;

α(~v + ~u) = α~v + α~u;

(α + β)~v = α~v + β~v;

~v · ~u = ~u · ~v;

(α~v) · ~u = α(~v · ~u);

~v · (~u + ~w) = ~v · ~u + ~v · ~w.
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~v · ~u =
1

2
((~v + ~u) · (~v + ~u) − ~v · ~v − ~u · ~u) =

=
1

2

(
|~v + ~u|2 − |~v|2 − |~u|2
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~v(|~v|; 0)
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~u(|~u| cosϕ; |~u| sinϕ),
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ϕ=(~̂v ~u)
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~v · ~u = |~v| · |~u| · cosϕ.
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�.& #$�2�& �� E!&��� �  ��!�������� E.����� �5�$S "� ��!

~v(α; β)��"���� � �
|~v|2 = α2 + β2 = 1,

�3 ��



���

5E!&��"���C "�� E�:�� $  ��!����� �� E!&��� # � E�!E���� $.&!��C
�� ��� � 4� ��! S����C H & � � E!&�� �� E!�<����2 :�!�� E�:���  ��
�!�����H � C�;� "����:�9�2 � ��:��5�9 �� ��E!&�$ " ��%��$ !��� �
-����:��� :�!��

δ ≥ 0
�3��

"�� 5���2 "�� E�:�� $  ��!����� �� ����� E!&��� H :�!��
M(x0; y0)

�
��"�.2�$ ��: $  ��!�������� E.����� H :�!��

M ′ � � � E!�� )�9 ��
E�!E���� $.&! �� E!&��� H E!�"�����C � E�:�� $  ��!������ T�� � ���
S�� �

−−−→
OM · ~v = αx0 + βy0.*�!����� 5$�� � ��"���� E!�� )�� −−−→

OM
�� E!����2

OM ′,
� �

��5���2
~v

� ��!�"�9S |−−−→OM ′ |, & � � −−−→
OM ′ ��

~v
���� �"� 5E!&��"��� �

F& 5$�� ��!�"�9S −|−−−→OM ′ | H & � � −−−→
OM ′ ��

~v
E!���.���� 5E!&��"���

���" � !�5 � �D� �
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y

xO

M(x0; y0)~v

M ′

�	 
� �� � �� "�"�����& ��!��.2��;� !�"�&��& E!&��� �
T� �� :���� H "�� 5���2 "�� ��: �

M
�� E!&��� ��!�"�9S �

|αx0 + βy0 − δ|.
*��� H ��: �

(x; y)
��.����2 �� E!&��� ��� � C .�%� ��� � H  �.�

αx + βy − δ = 0.%O6(9+-0 P =( 9+./2/0 1'B/(6
~v

+ 97< @ -29 .;+30-2> ;(L7/(B D ;(L7/(B B((6A,2-7/P ;'6'/2-7< ;6495C



���

*�!����� !�"�&��& �� $��" �3 ��3�� ����"������� '%/& *
 �'0& / ,)
'�''�& �/�& %3 '* (#$*/.%),
 �
 %!0',� -������"%� �#��"� :�5���
�� !�"�&��& �� � �C5�� :�5.� H "������� "�� �$.& H ��!���S�� �*�*
 �'#/ ,)'�''� �/�& %3 '* �
 %!0',�

Ax + By + C = 0.
�3'�

� � �
C 6= 0,

�� ��!��.2�� !�"�&��& ��!��$9�2 � !�"�&��& �3' � ����
����&� �#�< :�5��� !�"�&��& �� −sign C/

√
A2 + B2,

& � �
C = 0,�� �������&� ��

1/
√

A2 + B2.
T��$ "�� 5���2 "�� ��: �

(x0; y0)
��

E!&��� H & $ ������ !�"�&��&� �3'� H ��! �"�9S �

|Ax0 + By0 + C|√
A2 + B2

.

��S�� �
~u(A; B)

� "� ��! H E�!E���� $.&!��C �� E!&��� H
~w(B;−A)� "� ��! H E�!�.�.2��C E!&��C � � � �

A2 + B2 6= 0,
�� ��!�"��5��

Ax+By+C > 0
�
Ax+By+C < 0

����9�2 ��  ��!�������C E.�� ���
E�"E.����� H !��� �.��� E!&��9 �3'� �

� */*& #./ 0	'# / ,)'�''� �/�& %3� � � E!�<����2 :�!�� ��: $
(x0; y0)

E�!�.�.2�� "� ��!$ −−−−→
(l; m)

H ��S �� �C "�;.&� �
{

x = x0 + lt
y = y0 + mt

.

� *'%',	'# / ,)'�''�# )�S� E!&��� ��S �� �C "�;.&� �

x − x0

l
=

y − y0

m
." ,)'�''� �/�& %3� ! % �/ %� %(0. � 	#/ #� (*', / ,�', .%	$0 (x0; y0)

�
(x1; y1)

� ��S �� �C "�;.&� �

x − x0

x1 − x0
=

y − y0

y1 − y0
.

� � �
ABC 6= 0,

�� � !�"�&��& �3'� ����� ��!����� / ,)'�''�
�/�& %3 1 ),(/ ,�$*� �

x

a
+

y

b
= 1,

%�B=( (,2- +@ @-79'--2B+1 E0(F( L2 -7./5;-(F( 6+1-4--4 ,(6+1-M < J P /( E';(/6+)-( 6(@59+/2 4B /' P =( 1+,;(1+,-2> L2.'30-2B /(/(: -( ,(6+1-M < J P /()/(1+,;(1+,-7 B((6,2-7/7 /(L(B ;649(8 ./737 C
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��
a
� �#5)�5� ��: � E�!����$ E!&��� � "�559 �#5)�5 H

b
� �!������

��: � E�!����$ E!&��� � "�559 �!����� ���" � !�5 � ��� �

-

6
y

xO a

b

�	 
� ��� -!&�� H � � E�!�����S �5�  ��!����� $ ��: �<
(a; 0)

�
(0; b)

�

�� �.� E!&�$  ��!�������� E.����� ����� E����� & �/ *� ,$�1'$� ,3
y = kx+b

H � �
k = �

�
ϕ
� $1.%)0
 $%#� ,� , '. � ���;��5  $�� H

� � "���!9S�25& "�� �������;� ��E!&�$ �5� �#5)�5 �� E!&����;!�/ � � H
b
� �!������ ��: � E�!����$ E!&����;!�/ � � � "�559 �!������

-

6
y

xO

b

ϕ

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = kx + b

H � �
k = �

�
ϕ
�

� 
� 
 �� ���
��7>@577R �� 
 �
 ,�- � & '%� 0'* .%	%$ �
 %!0'0 � (
� � $0� -1& *),(-. *'#
 ��%$*
 �'0� / *(,1-,)� (% ()%� (*'0� .%	%$ �
 %!0'0 � � $,'*�0)*�. � �%$1-*& 0 � -.*
 * �

-����:��� "�� 5���2 ��� /� $5��� :�!��
2c,

� 5$�$ /� �.2��<
!�� �$5�" � :�!��

2a
�

� � � .&
a < c

�. �E5� �� �5�$S �



���

� � �.&
a = c

�. �E5 "�!���$S�25& $ "��!��� H � � � �S��$S /� $5� �
' � �.&

a > c
"�"����� !�"�&��& �. �E5� � I����%$S�� /� $5� �. �E5�

F1
�
F2

�� �5� �#5)�5 �����!�:�� "����5�� E�:�� $  ��!�����
"��E�"���� $ ��: �<

(c; 0)
�
(−c; 0)

� 1�<�C ��: �
M(x; y)

��.��
���2 �� �. �E5� � T�� � ��S�� �

|MF1| + |MF2| = 2a

m
√

(x − c)2 + y2 +
√

(x + c)2 + y2 = 2a

m

2
√

(x2 + y2 + c2 − 2cx)(x2 + y2 + c2 + 2cx) =

= 4a2 − (x2 − 2cx + c2 + y2 + x2 + 2cx + c2 + y2)

m

2a2 − x2 − y2 − c2 =
√

(x2 + c2 + y2)2 − 4c2x2

⇓

x4 + y4 + c4 + 2x2y2 + 2c2x2 + 2c2y2 +

+ 4a4 − 4a2x2 − 4a2y2 − 4a2c2 =

= x4 + y4 + c4 + 2x2y2 + 2c2x2 + 2c2y2 − 4c2y2

m
a2(a2 − c2) = (a2 − c2)x2 + a2y2.

-����:���
b2 = a2 − c2 > 0

� T�� � ��!���S�� �

b2x2 + a2y2 = a2b2

m
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

�3, �
I�"�&��& �3, � ����"�9�2 $*'%',	'0& / ,)'�''�& #
 ,�-* ���" � !�5 � �' � �
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6

x

y

F2(−c; 0) F1(c; 0)

M(x; y)

D -
−a2

c
a2

c

�

�	 
� �� � V.�E5 x2

a2 + y2

b2 = 1,
��

a = 5, b = 3, c = 4,
� 5)���!�5���� �

4
5

H �#5�.9��� "�.�:��� �#5)�5 ��!� �!�5� �
6 1

4 .

M� $��"� 5E!�"�����& !�"��5�� �3, � ��!���S�� �

x2 = a2

(
1 − y2

b2

)
= a2 − a2

b2
y2,

���$ �������� �

2a2 − x2 − y2 − c2 = 2a2 − a2 +
a2

b2
y2 − y2 − c2 = b2 +

c2

b2
y2 > 0.

*��� H "5� E�!��"�!���& E!� "�"������ !�"�&��& �3, � � � "�"�.����� �
45865�> ��
 � 
� )-,� .%	%$ #
 ,�-* ),('%� #''� �%$*
 �'%�% / *(,1
-* 
 ),(-. *', (% �#)'%3 ),(�%),('%3 
%& 1 �/�& %3 -. *
 * . * (%/ ,)'�  ),('%� #''� ),(-. *', & ,� �%$1-*& 0 (% -1& 0 �%$*
 �'0� / *(,1-,) �
� 8?5F577R 
 *#:�5.��� /� �.2�� !�� �$5� ��: �

M(x; y)
�. �E5� H  ��

����:�� !�"�&��& & �;� � �3, � �

|MF1,2| =
√

(x ∓ c)2 + y2 =

√
x2 ∓ 2cx + c2 + b2 − b2

a2
x2 =



���

=

√
c2

a2
x2 ∓ 2cx + a2 =

√(cx

a
∓ a
)2

=
∣∣∣
xc

a
∓ a
∣∣∣ =

c

a

∣∣∣∣x ∓ a2

c

∣∣∣∣ ,
�� |x∓ a2/c| � "�� 5���2 "�� ��: �

M(x; y)
�� E!&��� H � � E�!�.�.2��

�5� �!����� � E!�<����2 :�!�� ��: $
(±a2/c; 0).

F9 E!&�$ ����"�9�2(0/ #$./ 0-%� �. �E5� H � "����%���&
c/a < 1

� C�;� #$-�#'./ 0-0. #
.%& �
� � � ��: �

(x0; y0)
��.����2 �� �. �E5� H !�"�&��& & �;� � �3, � H

�� ��: � �  ��!��������
x′

0 = x0/a
H
y′
0 = y0/b

��.����2 ��  �.� �
)���!�� $ E�:�� $  ��!����� � !�� �$5�� �� I �"�&��& )2�;�  �.� �� � �

(x′)20 + (y′)20 = 1.
�3+�

*��� H �. �E5 �3, � ��!����� �!���&;��� "
a
!���" "���"� �5� �#5)�5

� "
b
!���" "���"� �5� �!�����  �.� �3+� �

I �"�&��& ����:��� ��  �.� H � � ��S �  �.�� �3+� .�%� ���$ 5E�.2�
�$ ��: $

(x′
0; y

′
0)
H ��S �� �C "�;.&� �

x′
0x

′ + y′
0y

′ = 1.

F& E!&�� E�!E���� $.&!�� �� "� ��!�
~v(x′

0; y
′
0)

��"���� � � "�����
.��� "�� E�:�� $  ��!����� �� �����)9 ��"���� �

*��� H !�"�&��& ����:��� �� �. �E5� H � � ��S � �. �E5�� �3, � .�%�
���$ 5E�.2�$ ��: $

(x0; y0)
H ��S "�;.&� �
x0x

a2
+

y0y

b2
= 1.

� 
� 
 � ����5���

��7>@577R �� 
 � ,�#/ �%
 * � &'%� 0'* .%	%$ �
 %!0'0 � (
� � $0�/ ,�'0�� ),(-. *'#
 �� %$*
 �'0� / *(,1-,)� (% ()%� (*'0� .%	%$ �
 %

!0'0 ��%$1-,)� -. *
 * �

-����:��� "�� 5���2 ��� /� $5��� :�!��
2c > 0,

� !����)9 /��
 �.2��< !�� �$5�" � :�!��

2a > 0.
�� �.&

c < a
;�E�!#�.� �� �5�$S �

� � �.&
a = c

;�E�!#�.� "�!���$S�25& " �# �S�����& E!�����" ��
E!&��C H � � E!�<����2 :�!�� /� $5� � F � E!����� �� ��9�2 5E�.2�
��< ��:� � E�:���9�25& $ /� $5�< �



���

' � �.&
c > a

"�"����� !�"�&��& ;�E�!#�.� � I����%$S�� /� $5�
�. �E5�

F1
�
F2

�� �5� �#5)�5 �����!�:�� "����5�� E�:�� $  ��!�
����� "��E�"���� $ ��: �<

(c; 0)
�
(−c; 0)

� 1�<�C ��: �
M(x; y)��.����2 �� ;�E�!#�.� � T�� � ��S�� �

||MF1| − |MF2|| = 2a

m

|
√

(x − c)2 + y2 −
√

(x + c)2 + y2| = 2a

m
x2 − 2cx + c2 + y2 + x2 + 2cx + c2 + y2 − 4a2 =

= 2
√

(x2 + y2 + c2 − 2cx)(x2 + y2 + c2 + 2cx)

m

x2 + y2 + c2 − 2a2 =
√

(x2 + y2 + c2)2 − 4c2x2

⇓

x4 + y4 + c4 + 2x2y2 + 2c2x2 + 2c2y2 +

+ 4a4 − 4a2x2 − 4a2y2 − 4a2c2 =

= x4 + y4 + c4 + 2x2y2 + 2c2x2 + 2c2y2 − 4c2x2

m
x2(c2 − a2) − a2y2 = a2(c2 − a2).

-����:���
b2 = c2 − a2 > 0

� T�� � ��!���S�� �

b2x2 − a2y2 = a2b2

m
x2

a2
− y2

b2
= 1.

�33�
I�"�&��& �33� ����"�9�2 $*'%',	'0& / ,)'�''�& �,�#/ �%
0 ���" �

!�5 � �, H �� & ��$ �� �� ��#!����� �5��E���� � E!&�� {y = ±bx/a} H
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-

6
y

xF1(c; 0)F2(−c; 0) a2

c

D
�

�	 
� �� � G�E�!#�.� x2

a2 − y2

b2 = 1,
��

a = 4, b = 3, c = 5,
� 5)���!�5����

� +�, H �#5�.9��� "�.�:��� �#5)�5 ��!� �!�5� �
3 1

5

�

�� & �< ��#.���9�25& ��: � ;�E�!#�.� H & � � �<��  ��!������ E!& �
�$9�2 �� ��5 ��:����5��� �

M� $��"� 5E!�"�����& !�"��5�� �33� ��S�� �

x2 = a2

(
1 +

y2

b2

)
= a2 +

a2

b2
y2,

���$ �

x2 + y2 + c2 − 2a2 = a2 +
a2

b2
y2 + y2 + c2 − 2a2 =

c2

b2
y2 + b2 > 0.

*��� H "5� E�!��"�!���& E!� "�"������ !�"�&��& �33� � � "�"�.����� �

45865�> �= 
 � 
� )-,� .%	%$ �,�#/ �%
0 ),('%� #''� �%$*
 �'%�% /*(,
1-* 
 ),(-. *', (% �#)'%3 ),(�%),('%3 
%& 1 �/�& %3 -.*
 # . * (%/ ,)'�  ),('%� #''� ),(-. *', & ,� �%$1-*& 0 (% -1& 0 �%$*
 �'0� / *(,1-,) �
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� 8?5F577R 
 *#:�5.��� /� �.2�� !�� �$5� ��: �
M(x; y)

;�E�!#�.� H
 �����:�� !�"�&��& & �� � �33� �

|MF1,2| =
√

(x ∓ c)2 + y2 =

√
x2 ∓ 2cx + c2 +

b2

a2
x2 − b2 =

=

√
c2

a2
x2 ∓ 2cx + a2 =

∣∣∣
cx

a
∓ a
∣∣∣ =

c

a

∣∣∣∣x ∓ a2

c

∣∣∣∣ ,

�� |x∓ a2/c| � "�� 5���2 "�� ��: �
M(x; y)

�� E!&��� H � � E�!�.�.2��
�5� �!����� � E!�<����2 :�!�� ��: $

(±a2/c; 0).
F9 E!&�$ ����"�9�2(0/ #$./ 0-%� ;�E�!#�.� H � "����%���&

c/a > 1
� #$-�#'./ 0-0.#.%&

;�E�!#�.� �

� 
� 
 ����5���

��7>@577R �� 
 � */*�%
 * � &'%� 0'* .%	%$ �
 %!0'0 � / ,)'%),((*


 #'0� ),( �#)'%3 �/�& %3 �(0/ #$./ 0-0 �*/ *�%
0� 
 �#)'%3 . %	$0 �� %
$1-* �*/ *�%
0� �

6

-

y

xF (p/2; 0)

M(x; y)

−p/2

�	 
� �� � -�!�#�.�
y2 = 2px

�
-����:��� "�� 5���2 ��� /� $5�� �� ��!� �!�5�9 E�!�#�.� :��

!��
p > 0.

4�#�!��� 5�5���$  ��!����� �� �� :���� H � �# /� $5
F#$" !����%�"���C $ ��:)�

(p/2; 0)
H � ��!� �!�5� ����"�.�5& !�"�& �

��&�
x = −p/2

� 1�<�C ��: �
M(x; y)

��.����2 �� E�!�#�.� � T�� �



���

��!���S�� �
∣∣∣x +

p

2

∣∣∣ =

√(
x − p

2

)
+ y2 ⇔ x2+px+

p2

4
= x2−px+

p2

4
+y2 ⇔ y2 = 2px,

�� �5����S ! �"�&��& ����"�9�2 $*'%',	'0& / ,)'�''�& �*/ *�%
0 ���" �
!�5 � �+� �

� $-�#'./ 0-0. #. �*/*�%
0 & "����%���& �%$*
 �'%�% /*(,1-* �*
/*�%
0 �"�� 5���� �� /� $5�� � " �� 5���� �� ��!� �!�5� E�!�#�.� ��!�"�
�9S � ���" � ����:���& E�!�#�.� � �

� 
� 
 ����� � �������

��7>@577R �� 
 �/ 0 '*.1/ *
 �'0� 	0-
 * '*�0)*�. � � ,�*�%/ %)0& 0 �� $! % $)*(/ *. %('%�% � '0� (%/ ,)'�  -1& , $)*(/*. ,) ()%� ,'�0� �
45865�> �J 
 � ,�*�%/ %), 	0-
 * )0	#/ �1�. �-� '*�%/ *& 0 m2 + n2 �
m2 − n2 � 2mn

� (#
m > n

� '*.1/*
 �',�
� 8?5F577R 
 M���:� E�%$ $ "5�< E �/�;�!�"�< :�5�. � "�"�.�����
E�%$ $ "5�< ��:�  �.� {x2 + y2 = 1} � ��������� !�)����.2����
 ��!�������� � ��5����2� E�� �.��� �"� ���%�< E�/�;�!�"�< :�5.�
�� #�.2% � � - �/�;�!�"� :�5.�  !���� :�5�.2�� �� � �������� $

x
��

y�� $��"� H � � �5����� �"����� �� ��C���%�;� 5E�.2��;� �������� � �
�.& �� �<

x
�
y
 $��"�C  ��/ �)�S�� E!&��� H � � ��5���2 ��: �

(x; y)��
(−1; 0)

H � !�)����.2�� :�5.�
n/m

�

y

1 + x
=

n

m
⇔ y =

n

m
(1 + x), m, n ∈ N,

#� !��$.2��� �!�/����:��< � �C ��� !�)����.2���� :�5.��� � :�5.�
!�)����.2�� � T�� � ��S�� �

m2(x2 + y2 − 1) = m2x2 + n2(1 + x)2 − m2 =

= (m2 + n2)x2 + 2n2x + n2 − m2 =

= ((m2 + n2)x + n2 − m2)(x + 1) = 0.

1�5 )� �".&�2 ��.2 � �������
x
H ���$ �

x =
m2 − n2

m2 + n2
⇒ y =

n

m
(1 + x) =

n

m
· 2m2

m2 + n2
=

2mn

m2 + n2
.
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 � ����������� �������
4��2���� ' "��S��� E�!E���� $.&!�� E!&�� E!�5��!$ �����. � �

 ��!������� E!&�� � �5� �#5)�5
Ox

H �!�����
Oy

�� *�
 ,$*.
Oz

� H � �
E�!�����9�25& $ ��:)�

O
�����.� � �%	*.%$ $%%/ (0'*.� � 1 �  �� �

��C � E!&��< ������ 5�!$ �$!$ :�5.�"�� E!&��� � ����S9 �����)�9
��"���� � -.�� ���

yOz
H
xOz

H
xOy

H $�"�!��� E�!��� E!&��< H � � E��
!�����9�25& �

Oy
�
Oz

H
Ox

�
Oz

H
Ox

�
Oy

H ����"�9�2 $%%/ (0'*.'0& 0
�
 %!0'*& 0 � �.&  ��!�������< E.�� �� ��E$5���� �� �� E����:���
�&

yz
H
xz

�
xy

H & � C #$���� "� �!�5��"$"��� ����.� �
6��!������ ��: � E!�5��!$

x
H
y
H
z
� �#5)�5$H �!�����$ �� �E.��

 ��$ "��E�"���� � "����:������� �� �� :���� � :�!�� �����$ ��: $
E�!�.�.2�� ��  ��!�������< E.�� ��

yz
H
xz

H
xy

E!�"����� E.�����
�� E�!����$ �  ��!��������� E!&����

Ox
H
Oy

H
Oz

$ ��: �<
Ax

H
Ay

H
Az

"��E�"���� ���" � !�5 � �3 � � ��5.� H � � "��E�"�� �9�2 ��: �� E�!��
���$H � #$�$�2  ��!�������� ��: �

A
� � � � � ��: � ��.����2 ��

 ��!�������� E.����� H �� "��E�"����  ��!������ ��!�"�9S �$.9 �

-

6

�
�

�	x

y

z

A

Ax

Ay

Az

O

�	 
� �� � 4����:���& �� �!��"�<  ��!����� $ E!�5��!� �

*���:���& "� ��!� H C�;�  ��!�����H /�!�� ��E�5$  ��!����� "� �
��!� C ��: � H ����:���& � �C ��� "� ��!��� C  $�� ��� ���� $ E!�5�
��!� ���.�;�:�� �� ����:��2 �.&  ��!�������� E.����� �

-�!��"�!���&  ��!�����

(x; y; z) → (x; y;−z), (x; y; z) → (x;−y; z), (x; y; z) → (−x; y; z)

����9�2 5����!�9 "����5��  ��!�������< E.�� ��
xy, xz, yz

"��E��



���

"���� � F���!�.2�� 5����!�& "����5�� E�:�� $  ��!����� �

(x; y; z) → (−x;−y;−z)
�

 ��E���)�& ���! �.2��< 5����!�C "����5�� "5�<  ��!�������< E.��
��� �

� �5�� "��"����� S �� � E����:���& �~i(1; 0; 0)
H~j(0; 1; 0)

�� ~k(0; 0; 1)� �.& "��S��� E�!E���� $.&!��< "� ��!�" ��"���� �� -!� )2��$
5�5���$  ��!����� "�#�!�9�2 �� �� :���� H � �# )& �!�C � "� ��!�"
��.� (%(*.'1 %/ , '. *� ,� � & � � E�:�� � "5�< "� ��!�" 5$��5���� H ��
�  ��)& ~k

"�����C E�"�!�� "�� ��E!&�$ "� ��!� ~i
�� 5$��� ���& �

��E!&��� ~j
�� �C5�9 S�25& �� �#!���� �������� ��E!&��� "���!9"��

��&  $��" $ E.����� "� ��!�" ~i
�� ~j

��  $�
ϕ ∈ [0; π)

� � E!&�� $���C
5�5����  ��!����� �� �C E�"�!�� ��� �.� ����"������� �%)%/ %. %&'*)$%
 % '*�/�& 1 ~k

�
M��C���� "�� 5���2 ��� ��: ���

A(a1; a2; a3)
�
B(b1; b2; b3).

� �!��
���� ��: � E!�"����� E!&�� E�!�.�.2�� �5� �E.� �� �� E�!����$ �
 ��!�������9 E.�����9

xy
" ��: �<

A′(a1; a2; 0)
�
B′(b1; b2; 0).

� �!��
��: $

A
E�!�.�.2��  ��!�������C E.�����

xy
E!�"����� E.����$

α
H � � E�!���� "��!��� 

[B; B′]
$ ��:)�

C(b1, b2, a3)
���" � !�5 � �0� � T�� �

[A; C] ⊥ [B; B′]
H �"�� 5� ��!���S�� �

|AB|2 = |AC|2 + |BC|2 = |A′B′|2 + |BC|2 =

= (b1 − a1)
2 + (b2 − a2)

2 + (b3 − a3)
2.

-
�

�
��	x

y

B

C
A

A′
B′

6
z

O

�	 
� ��� 4����:���& "�� 5��� � ��� ��: ��� �� �!��"�;� E!�5��!$�
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� *'%',	'# / ,)'�''� -� #/ 0 !�� �$5�
r
� )���!�� "

(x0; y0; z0)
��S

�� �C "�;.&� �

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = r2.

�.& ��:� 
A(x0; y0; z0)

�
B(x1; y1; z1)

���C����
C(x; y; z)

H � � � ��
.��2 "��!��� 

[A; B]
$ E!�E�!)��

λ
�

C ∈ [A; B] ∧ |AC| : |CB| = λ.

T�: �
A
H
B
H
C

��.����2 �� ����S� E!&��� H ���$ ��S�� �
−−→
AC = α

−−→
AB (x1 − x0; y1 − y0; z1 − z0).

T�� � ��!���S�� �

λ =
|AC|
|CB| =

α|AB|
(1 − α)|AB| =

α

(1 − α)
,

�"�� 5� �

α = λ − λα ⇔ α(1 + λ) = λ ⇔ α =
λ

1 + λ
.

4����:�5 ��S�� �
−−→
OC =

−−→
OA +

−−→
AC ,

� � "  ��!��������$ E������ ��#�!�S �� �;� "�;.&�$ �

x = x0 +
λ

1 + λ
(x1 − x0) =

x0 + λx1

1 + λ
;

y = y0 +
λ

1 + λ
(y1 − y0) =

y0 + λy1

1 + λ
;

z = z0 +
λ

1 + λ
(z1 − z0) =

z0 + λz1

1 + λ
.

� 
� 
 � ���8��8 ���� ��� 6 ������� �
�.& ��"�.2��� E.����� $ E!�5��!� �5�$S "� ��!

~v(α; β; γ)
��"���

�� �H 5E!&��"���C "�� E�:�� $  ��!����� �� E.����� # � E�!E�����
 $.&!��C �� ��� � F�C "� ��! "����:�9�2 �������:�� �.& E.����� H

%O6(9+-0 P =( 9+./2/0 1'B/(6
~v

+ 97< @ -29 .;+30-2> ;(L7/(B D ;(L7/(B B((6A,2-7/P ;'6'/2-7< ;3(=2-5C



���

& � � "��� �� E!�<����2 :�!�� E�:���  ��!�����H � � ��:��5�9 ��
��E!&�$H & � � "��� E!�<����2 � 1�<�C

δ ≥ 0
� "�� 5���2 "�� E�:�� $

 ��!����� �� ����� E.����� H
M(x, y, z)

� ��"�.2�� ��: �  ��!���
�����;� E!�5��!$� T�� � E!�� )�& −−−→

OM
��

~v
��S �� �C "�;.&� �

~v(α; β; γ) · −−−→OM (x; y; z) = αx + βy + γz.

*��� H "�� 5���2 "��
M(x; y; z)

�� E.����� ��!�"�9 S |αx+βy+γz−δ| �
� %/& *
 �'# / ,)'�''� )�S� E.����� ��S �� �C "�;.&� �

αx + βy + γz − δ = 0.
�30�

-������"%� �#��"� :�5���� !�"�&��& �30� �� ��"�.2�� � �C5��
:�5.� H "������� "�� �$.& H ��!���S�� !�"�&��& �*�*
 �'%�% )0 �
� (1 �

Ax + By + Cz + D = 0,
�37�

�� |A|+|B|+|C| 6= 0
� M !�"�&��& �37� ����� ��!����� ��!��.2�� !�"�

�&��& H E�� �.�"%� �#��"� :�5���� !�"��5�� �� −sign D·
√

A2 + B2 + C2,& � �
D 6= 0,

� �� √
A2 + B2 + C2

H & � �
D = 0.� ,(-. *'� ),( . %	$0

M(x0; y0; z0)
(% �
 %!0'0 � � � ����S�25& !�"�

�&��&� �37� H ��! �"�9S �

|Ax0 + By0 + Cz0 + D|√
A2 + B2 + C2

.

� � � "5�  ��/ �)�S��� ��;�.2��;� !�"�&��& E.����� "������� "��
�$.& H �� C�;� ����� �"�5�� �� / ,)'�''� 1 ),(/ ,�$*� � � � ��S �� �C
"�;.&� �

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1.

� 
�� 
 � ���8��8 ��8��� 6 ������� �
4�"�����& "5�< !�"�&�2 E!&��� �!$��$S�25& �� ���$H � � ��: �

C��.����2 E!&��C
(AB)

��� � C .�%� ��� � H  �.�
(AC)||(AB)

�
� */*& #./ 0	'# !�"�&��& E!&��� H � � E!�<����2 :�!�� ���$ ��: $

(x0; y0; z0)
E�!�.�.2�� "� ��!$

~v(l; m; n),
��S �� �C "�;.&� �

{
x = x0 + lt
y = y0 + mt
z = z0 + nt

, t ∈ (−∞; +∞).



�� �

� *'%',	'# !�"�&��& # )�S� E!&��� ��S �� �C "�;.&� �

x − x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
.

�3	�

I�"�&��& E!&��� H & � E!�<����2 :�!�� �"� !���� ��: �
(x0; y0; z0)�

(x1; y1; z1),
��S �� �C "�;.&� �

x − x0

x1 − x0
=

y − y0

y1 − y0
=

z − z0

z1 − z0
.

-!&�$ ����� ��� ��� & E�!���� E.���� �� ��E���;�9 �� �� 5�5�
���� !�"�&�2 �

{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0
A2x + B2y + C2z + D2 = 0

.

F& E!&�� �5�$S H & � � E.����� {Ajx + Bjy + Cjz + Dj = 0} H j = 1, 2�� E�!�.�.2�� � F� ���.�"� .�%� �� $��"� ��E�!�.�.2��5�� E�!E���
�� $.&!�" �� E.����

~v1(A1; B1; C1)
�
~v2(A2; B2; C2).

� 
��
 �6�� � �� ��������� � � �� ��8���� �
� �� ��8��� �� ��������

6$� ��� E.������� H & � ������ �� ��� !�"�&��&�� �

Ajx + Bjy + Cjz + Dj = 0, j = 1, 2,

��!�"�9S  $�$ ��� E�!E���� $.&!��� �� ��< H � C�;�  �5��$5 �#:�5�
.99�2 �� �

|A1A2 + B1B2 + C1C2|√
A2

1 + B2
1 + C2

1

√
A2

2 + B2
2 + C2

2

.

6�5��$5  $�� ��� E!&���� H E�!�.�.2����
~v1(l1; m1; n1)

�
~v2(l2; m2; n2),

��!�"�9S "����%���9 �

|l1l2 + m1m2 + n1n2|√
l21 + m2

1 + n2
1

√
l22 + m2

2 + n2
2

.

%�B=( (,2- @+ @-79'--2B+1 E0(F( L2 -7./5;-(F( 6+1-4--4 ,(6+1-M < J P /( E';(/6+)-( 6(@59+/2 4B /' P =( 1+,;(1+,-2> L2.'30-2B /(/(: -( ,(6+1-M < J P /()/(1+,;(1+,-7 B((6,2-7/7 /(L(B ;649(8 ./737 C



���

6$� ��� E!&��9 � E.�� ���9 H �������� "��E�"���� !�"�&��&��
�3	� � �37 � H � �E�"�9 S ��

π/2
 $� ��� E!&��9 �� E�!E���� $.&!�� ��

E.����� H � C�;� 5��$5 ��!�"�9 S �� ��$ "����%���9 �

|Al + Bm + Cn|√
A2 + B2 + C2

√
l2 + m2 + n2

.

� 
�2 
 ���������� ����4�6����8
��7>@577R �� 
 �%	$*

M ′ � �/ %#$� ,� .%	$0 
 '* �
 %!0'1 α
�*
/*
 #
 �'% �/�& ,
 a,

� $! % M ′∈α ∧ (MM ′)||a.

I�"�&��& �.& ���<������&
M(x0 + lt; y0 + mt; z0 + nt)

� E!�� )��
M0(x0; y0; z0)

�� E.����$ �37� E�!�.�.2�� "� ��!$
~v(l; m; n)

� ��S
�� �C "�;.&� �

A(x0 + lt) + B(y0 + mt) + C(z0 + nt) + D = 0.

��7>@577R ��
 �%	$*
M ′ � �/ %#$� ,� .%	$0 
 '* �/�& 1 " �*/ *



 #
 �'% �
 %!0', α,
� $! % M ′ ∈ a ∧ (MM ′)||α.

I�"�&��& �.& "����:���&
M(x0 + lt; y0 + mt; z0 + nt)

� E!�� )��
��: �

M1(x1; y1; z1)
�� E!&�$ �3	 � E�!�.�.2�� E.����� �37� � ��S

�� �C "�;.&� �

A(x0 + lt − x1) + B(y0 + mt − y1) + C(z0 + nt − z1) = 0.

� *� ,'#.'* �/ %#$� ,� � �� � E�!�.�.2�� E!�� )�& � � �!��"�;�  ��
�!�������;� E!�5��!$ �� E.�� ��$H E!� & �C �"�  ��!������� �5� E!��
� �$9�2 $ "��S��� E�!E���� $.&!�� E!&�� �� �#�!�����&� ��"����
"��!�� �" "���"� )�< �5�C � F � E!�� )�� $�"�!99�2 !�"� �  $�� E�

135◦� E!�� )�S9 �!��2�� �5� H E!� E!�� �$"���� & �� "�� 5���� ����%$9�25&
"�"�: � "���"� ��� � T� �9 S H ��E!� .�� H E!�� )�&  ��!�������;� E!�5�
��!$ ��  ��!������$ E.����$

yz
E�!�.�.2�� "� ��!$

~v(−2
√

2; 1; 1)���" � !�5 � �7� �

(x; y; z) →
(
− x

2
√

2
+ y;− x

2
√

2
+ z

)
.

��%& #./ 0	'* �/ %#$� ,� � ��#!�����& E!�5��!$ �� E.�� ��� H " & ��
�$  ��!������� �5� �� �!��"�;� E!�5��!$ "���#!���9�2 $ E!&�� H � �



���

$�"�!99�2  $�� E�
120◦

���� � ����9 H �� �#�!�����&� ��"��� "�� �
!�� �" "���"�  ����� �5�  ��!������ ������!�:�$ E!�� )�9 �����
��!����� �� �� "���#!�����&�  ��!�������;� E!�5��!$ ��  ��!���
����$ E.����$ �

(x; y; z) →
(√

3

2
(y − x); z − x + y

2

)
.

T� � "���#!�����& � E!�� )�& �� E.����$ {x + y + z = 0} E�!E���
�� $.&!�� �� ��� � E���.2%�9 ;�������S9 �!���&;�� � " √

3/2
!��$

"����5�� E!�� )�� E�:�� $  ��!����� ���" � !�5 � �7� �

-

6 6

�
�

�
�

�
��+

Q
Q

Q
Q

Q
QQs

�
�

��	
x

y

z

�
�

�

x y

z

�

� �
O O

�	 
� �� � 6�#������ �.�"�!$: � C ������!�:�� �E!�"�!$: � E!�� )��  ��
�!�������< �5�C �

� 
�� 
 ���� � ����4� �� �������������

��7>@577R �= 
 � 
� �1(�
� $0� (,
-'0�
b1

�
b2

�
c1

�
c2
%�'*	0& % )0 


�'*	'0$ 

�% �%/� ($1 �
∣∣∣∣

b1 b2

c1 c2

∣∣∣∣ = b1c2 − b2c1.
�0D�

45865�> �O 
 �
 %! * %/ .%�%'*
 �'%3 �/ %#$� ,3 '* �
 %!0'1 xy
�*/*
 #



 %�/*& *� -. %/ %'0 � $%�% � )#$.%/ 0 ~b(b1; b2; b3)
,
~c(c1; c2; c3)

� (%/ ,)'�  *�-%
�.',
 )#
0	0', )0/ *�1 ���� �
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� 8?5F577R 
 M�$"����� H � � %$ ��� E.�� � ��!�"�9 S E.�� � E�!��
.�.�;!��� H 5��!��� & �;� � "� ��!�

~v1(b1; b2; 0)
�
~v2(c1; c2; 0)

� "�� �
E�"���� E!�� )�� ~b

��
~c
� 1�<�C

ϕ
�  $� ��� "� ��!���

~v1
�
~v2

� T�� �
%$ ��� E.�� � ��!�"�9S �

|~v1| |~v2| sin ϕ = |~v1| |~v2|
√

1 − cos2 ϕ =

= |~v1| |~v2|
√

1 −
(

(~v1 · ~v2)

|~v1| |~v2|

)2

=
√
|~v1|2|~v2|2 − (~v1 · ~v2)2 =

=
√

(b2
1 + b2

2)(c
2
1 + c2

2) − (b1c1 + b2c2)2 =

=
√

b2
1c

2
1 + b2

1c
2
2 + b2

2c
2
1 + b2

2c
2
2 − b2

1c
2
1 − b2

2c
2
2 − 2b1b2c1c2 =

=
√

b2
1c

2
2 − 2b1b2c1c2 + b2

2c
2
1 = |b1c2 − b2c1|.

�0��
F�C !��$.2��� ����� ��!����� � ��E���;�9 ���!��� ����"���& H

& $ ��"����� " !��� �. � 0 � 1�<�C
ϕ1

H
ϕ2

�  $�� "�� �������;� ��E!&�$
�5� �#5)�5 �� ��E!&��" "� ��!�" "��E�"����

~v1
�
~v2

� T�� � %$ ��� E.�� �
��!�"�9S � |~v1| · |~v2| · | sin(ϕ1 − ϕ2)| =

= |~v1| · |~v2| · | sin ϕ1 cosϕ2 − cosϕ1 sinϕ2| = |b1c2 − b2c1|.
� 5�> � 
 � *�/�& ~v2(c1; c2; 0)

%./ 0& 1�. � � '*�/�& 1 ~v1(b1; b2; 0)
�%
)%/ %. %& '* $1. ϕ ∈ (0; π)

'*)$%
 % '*�/�& 1 ~k(0; 0; 1)
.%(, 
 
0� #.%(,� $%
0 -�/ *)(� 1 . �-� .*$* '#/ ,)',-. � �

b1c2 − b2c1 > 0.
�0��

� 8?5F577R 
 � �"� :�5���� ��!�"��5�� �0�� ��!�"�9S D .�%� �� $��"�
 �.����!��5�� "� ��!�"

~v1
��

~v2
� -!� 5��.�<

b1
�
b2

��!�"� �5�2 �0�� ���
��S E�"E.����$  ��)�" "� ��!�"

~v2(c1; c2; 0)
H & � "�<��&�2 � E�:�� $

 ��!�����H �  ��) � & �< .����2 � ����;� #� $ "�� E!&��� H � � E�!��
.�.2�� "� ��!$

~v1
� � �5���2 E�:���  ��!������ � � � "�!�� �0��

"�������C "�� D H �� ��E!&� "� ��!�
~u2

����� ��!����� � ��E!&�$
~u1

E�"�!���� ��" �.� ~k
��  $� $ ����< "�� D ��

π
����� E�"E.�����

��E!&��"
~u2

H � � �� �.����!��
~u1

� �#� ��  $� $ ����< "��
π

��
2π���% � E�"E.����� ��E!&��"

~u2
H � � �� �.����!��

~u1
� � � .& ��"�!% ���

�& ��"�����& !��;.&���� "� ��!
~w(−b2; b1; 0),

& �C ��!��$9�2 �
~v1E�"�!���� ��

π/2
��" �.� ~k

�

b1 · b1 − b2 · (−b2) = b2
1 + b2

2 > 0.
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~a

� )#$.%/ '0
 (%�1.%$ '#$%
 ,'#*/ '0� )#$.%/ ,) ~b,
~c

�
%�% �%�'*	*�. � .*$ � ~b × ~c
� � � $! % �

• |~a| = |~b| · |~c| · sin ϕ
� (#

ϕ = ~̂b~c
� *�-%
�.'* )#
0	0'* (%�1.$1(%/ ,)'�  (%�1.$1 *�-%
�.'0� )#
0	0' -� ,)& '%� '0$,) '* -0 
'1- $1. * & ,� '0& 0 ��
 %! , �*/ *
 #
 %�/*& *� -. %/ %'0 � $%�% �)#$. %/ 0 ~b

,
~c
� �

• ~a ⊥ ~b
�
~a ⊥ ~c

� (%�1.%$ �#/ �#'(0$1
�/ '0
 (% �
 %!0'0 � 1.)%
/ #'%3 -� ,)& '%� '0$*& 0 �
• ./ ,
$* )#$. %/ ,) ~a

� ~b� ~c
& * (%(*.'1 %/ , '. *� ,� �

� $! % � ~b||~c� .% ~b × ~c = 0.
� 
� �%�'*	#''� )#$. %/ '%�% (%�1.$1 ~b × ~c

)0$%/ 0-.%)1�. � .*
$%� �%�'*	#''�
[~b ~c]

�

�>??>�577R �� 
 � $! % ./ ,
$* )#$.%/ ,) ~a
� ~b� ~c & * (%(*.'1 %/ , ' 
.*� ,� � .% ./ ,
$0 ~b

�
~c
�
~a
,
~c
�
~a
� ~b & *�. � (%(*.'1 %/ , '.*� ,� �

��7>@577R �O 
 � 
� (%),
 �'0� (,
-'0�
a1

�
a2

�
a3

�
b1

�
b2

�
b3

�
c1

�
c2

c3
%�'*	0& % )0�'*	'0$ �
�% �%/� ($1 �

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1b2c3+a2b3c1+a3b1c2−c1b2a3−c2b3a1−c3b1a2.

�0'�

� 0& � # -�%-%�%& %�	0-
 #''� �1(#& % $%/ 0-.1)*.0-� , . %(,� $%
0
a1

�
a2

�
a3

� )#$. %/ 0 �(0) � '*-.1�'1 . #%/ #& 1� �
45865�> �� 
 � $! % �

• ~i(1; 0; 0)
� ~j(0; 1; 0)

� ~k(0; 0; 1)
� )�* &'% %/ .%�%'*
 �', )#$. %/ 0(%)� 0'0 �� ! % & *�. � (%(*.'1 %/ , '. *� ,� �

• ~b(b1; b2; b3)
�
~c(c1; c2; c3)

� $%%/ (0'*.0 )#$.%/ ,) ~b , ~c 1 -0-. #& ,$%%/ (0'*. � 1.)%/ #',
 )#$. %/ *& 0 ~i� ~j
� ~k

�



���

.% �
~b × ~c =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣
b2 b3

c2 c3

∣∣∣∣~i −
∣∣∣∣

b1 b3

c1 c3

∣∣∣∣~j +

∣∣∣∣
b1 b2

c1 c2

∣∣∣∣~k =

=
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(b2c3 − c2b3, −b1c3 + c1b3, b1c2 − b2c1) .

�0, �

� 8?5F577R 
 8 �.&!��C ��#$�� ~k·(~b×~c)
� �E.� ��� ~b×~c

� ��!�"�9S
��#$� $ |~b×~c| �E.�� � " ��E�"����;� E�!�.�.�;!���� ��

cosα
� � �����$

!���
α

�  $� ��� ~b × ~c
H � � S E�!E���� $.&!�� �� E.�� ��� H �� & ��

��.����2 ~b
��

~c
H � ~k H � � S E�!E���� $.&!�� ��  ��!�������� E.�����

xy
� *��� H

α
�  $� ��� " ������� E.������� �#�  $�H � � ��E�"�9S

C�;� ��
π
H � �#5�.9��� "�.�:��� �E.� ��� ~b×~c

��!�"�9 S E.�� � E!�� �
)�� E�!�.�.�;!��� �0�� � ~k ·(~b×~c) = |~k| · |~b×~c| ·cosα = b1c2−b2c1.

� � �
)�C "�!�� ��!�"�9 S D H �� C �E.� ��� ~b×~c

��!�"�9 S D H �
cosα = 0,

& � �
E!� )2��$ ~b × ~c 6= 0.

T��$ ��5����2� E�!�5"��:���5& $ E!�"�.2��5��
"�#�!$ ��� � �E.� ��� $ !�� .�� � �0, � �

�E. � ��� ~b×~c
������� .�%� ��� � H  �.�

cosα > 0
H ��#��  �.�  ��)�

"� ��!�" ~k
�� ~b×~c

���<��&�25& � ����;� #� $ "�� E.�����
xy

�� $���
"� H � � �<�� E�:�� � ��.����2 �� )�S� E.�� ��� � 1�E!&�

~c(c1; c2; c3)��!��$9�2 � ��E!&�$ ~b(b1; b2; b3)
E�"�!���� ��  $� $ ����< "�� D

��
π

��" �.� ��E!&�$ ~b × ~c
H ���$ �.&

cosα > 0
��E!&�

~v2(c1; c2; 0)��!��$S�25& � ��E!&�$
~v1(b1; b2; 0)

E�"�!���� ��  $� $ ����< "�� D
��

π
��" �.� ��E!&�$ ~k

���" � !�5 � �	� � F� ���.�"� .�%� ��� � H  �.�
5E!�"��$S�25& ��!�"��5�2 �0�� � *��� H �.& �������� �E.� ��� ~b × ~c

� �
��� $ !�"��5�&< �0, � "�#!��� E!�"�.2�� �

� �! $"���& �.& "�� �S���� �E.� ��� "��!���&9�25& .�%� ��� H � �
$ �� ��$ !���  ��)� "� ��!�" ~k

�� ~b×~c
.����2 E� !���� #� � E.�����

xy
�� $��"� H � � �<� � E�:�� � ��.����2 )�C E.�� ��� � � �� ��$ !���

��E!&�
~v2(c1; c2; 0)

��!��$9�2 � ��E!&�$
~v1(b1; b2; 0)

E�"�!���� ��
 $� $ ����< "�� D ��

π
��" �.� ��E!&�$ ~k

�/ %.0 (%(*.'%�% '*�/�& 1)0& ,/� )*''� $1. ,) H ���� �
b1c2 − b2c1 < 0.��! $"���& �.& ��%�<  ��!����� ~b × ~c

���.�;�:�� �
=>B; :F8A �= 
 � #$.%/ '0
 (%�1.%$ & * .*$, )
 *-.0)%-. ,�
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~b ~c

~v1

~v2

6
z

�	 
� �� � 4�E��� �������� �E.� ��� ~b × ~c
�

� � ~b × ~c = −~c ×~b.


 �
(λ~b) × ~c = λ(~b × ~c).

� �
~a × (~b + ~c) = ~a ×~b + ~a × ~c.

� �
~a × (~b × ~c) = ~b · (~a · ~c) − ~c · (~a ·~b).

� �
((~a ×~b) × ~c) + ((~b × ~c) × ~a) + ((~c × ~a) ×~b) = 0.

-�!% � ".�5��"�5�2 $%-%-0& #./ 0	'%-. , � �"� ��5�$E�� 
 ,',
'%-. ,
"� ��!��;� ��#$� $ � #��E�5�!����C ��5. ��� ���!��� E!�  ��!���
����� E�����& �E�!�)�� "� ��!��;� �������& � M �;.&�$ �� )� :���
"�!�$ ".�5��"�5�2 ��5����2� E�!�"�!��� .�%� �.& "� ��!�" ~i, ~j, ~k.

F�
.�; � �!�#��� H 5 �!�5��"%�52 �� ��� 5E�""����%���&�� �

~i ·~j = ~j · ~k = ~k ·~i = 0; ~i ·~i = ~j ·~j = ~k · ~k = 1;

~i ×~j = ~k; ~j × ~k =~i; ~k ×~i = ~j.
- �&�$ ".�5��"�5�2 ����"�9�2 �������5�9 � �#� � 4��� "�E.�"�S

� ".�5��"�5��C ��, � 5E!�"��$S�25& �.& "5�< �� �"���< �.;�#! � � H
:�5� �"�C "�E��� & �< �

R3 �� ������9 �E�!�)�S9 "� ��!��;� ����
����& �
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 + ,� *'0
 (%�1.%$ )#$.%/ ,) ~a, ~b
�
~c
� -$*
�/ '0
 (%
�1.%$

~a
'* ~b × ~c

� .%�.%
~a · (~b × ~c).

45865�> �� 
 � 
� )#$. %/ ,) ~a(a1; a2; a3)
� ~b(b1; b2; b3)

�
~c(c1; c2; c3)

& ,

� *'0
 (%�1.%$

~a · (~b × ~c)
(%/ ,)'�  �

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − c1b2a3 − c2b3a1 − c3b1a2,

* 
%�% *�-%
�.'* )#
0	0'* � %� � & �*/ *
 #
 #� ,�#(*� / #�/* � $%�% (%
/ ,)'��. �
~a
� ~b , ~c �

� 8?5F577R 
 �.& ~b×~c (b2c3−c2b3,−b1c3+c1b3, b1c2−b2c1)
�
~a(a1; a2; a3)��S�� �

~a · (~b × ~c) = a1(b2c3 − c2b3) + a2(−b1c3 + c1b3) + a3(b1c2 − b2c1) =

= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2 − c1b2a3 − c2b3a1 − c3b1a2.

�#5�.9��� "�.�:��� �#:�5.���;� ��% ���;� ��#$� $ ��!�"�9S ���
#$� $ E.�� � E�!�.�.�;!��� H 5��!��� & �;� ��!�"�99�2 ~b

�
~c
H �� ��"�

���$ E!�� )��
~a
�� E�!E���� $.&! �� E.����� H $�"�!���� "� ��!���

~b
�
~c
� � �"���� )�S� E!�� )�� � "�5��� "��E�"����;� E�!�.�.�E�E��� �

�#5�.9��� "�.�:��� "52�;� ��% ���;� ��#$� $ ��!�"�9 S �# �S�$ )2�;�
E�!�.�.�E�E��� �
=>B; :F8A �J 
 + ,� *'0
 (%�1.%$ & * .*$, )
 *-.0)%-. ,�

� � + ,� *'0
 (%�1.%$ )#$.%/ ,) �& ,'�  �'*$ '* �/ %.0
 #� '0
 � ,-


� �#/ #-. *)
 #''� ()%� -� ,)& '%� '0$,) �

~a · (~b × ~c) = −~a · (~c ×~b) = −~b · (~a × ~c) = −~c · (~b × ~a).


 � + ,� *'0
 (%�1.%$ )#$.%/ ,) '# �& ,'�  . �-� � ,-
� �0$
 ,	'%�%
�#/ #-. *)
 #''� -� ,)& '%� '0$,) �

~a · (~b × ~c) = ~b · (~c × ~a) = ~c · (~a ×~b).



���

� � + ,� *'0
 (%�1.%$ )#$.%/ ,) 
 ,',
'0
 �* $%� '0& -� ,)& '%� '0 
$%& �
� � + ,� *'0
 (%�1.%$ )#$.%/ ,) '# �*
 #� 0. � ),( )�* &'%3 �*& ,'0

�'*$,) -$*
�/ '%�% 
 )#$.%/ '%�% & '%� #''� �
~a · (~b × ~c) = (~a ×~b) · ~c.

=>B; :F8A �O 
 �/ 0 )#$.%/ 0 $%& �
 *'*/ ',� .%�.% �*/ *
 #
 �', %(',

�
 %!0',� .%(, 
 
0� # .%(,� $%
0 3�',
 & ,� *'0
 (%�1.%$ (%/ ,)'�  '1
� �

=>B; :F8A �� 
 � $! % . %	$0 (x1; y1; z1)
�
(x2; y2; z2)

�
(x3; y3; z3)

'# 
 #

� *. � '* %(',
 �/�& ,
 � .% / ,)'�''� �
 %!0'0 � � $* & ,-.0. � � , . %	
$0 � & * .*$0
 )0�
� ( �

∣∣∣∣∣∣

x − x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

� 
�� 
 ������������ �� ��� ������� � �� ����� � ���8��
��7>@577R �� 
 � ,',
'# / ,)'�''� a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b

'*�0 
)*�. � '#)0/ %(� #'0& � � $! % � %	* � %(0' � $%#� ,� , '. ,) �/ 0 �& ,''0�
x1

�
x2

� ��� �
xn
),(& ,''0
 ),( '1
� � |a1| + |a2| + |a3| + · · · + |an| 6= 0.

�>??>�577R =� 
 � #)0/ %(� #'# 
 ,',
'# / ,)'�''� ),('%-'% ()%� �& ,' 
'0� �*(* �/�& 1 '* �
 %!0',� * ),('%-'% ./ �%� �& ,''0� � �
 %!0'1) $%%/ (0'*.'%& 1 �/ %-. %/ ,�
�.& 5�5���� �"�< ��"�!������< . ���C��< !�"�&�2 "����5�� �"�<

������<
{

a11x + a12y = b1

a21x + a22y = b2���.�"� �� � "�E�� � �
�� � � � "��E�"���� E!&�� �#�;�9�25& H ��#��  ��/ �)�S��� !�"�&�2

E!�E�!)�C�� �
a11a22 − a12a21 = b1a22 − a12b2 = b2a11 − a21b1 = 0,�� �5�$S #��. �: !��" �&� �" H ������< ����� � !�"�&�2 �



���

� � � � � "��E�"���� E!&�� E�!�.�.2�� H ��#��
a11a22 − a12a21 = 0,�.�

b1a22−a12b2 6= 0 ∨ b2a21−a11b1 6= 0,
�� 5�5���� ��5$��5�� # �

' � � � � "��E�"���� E!&�� �� E�!�.�.2�� H �  ��!������ "� ��!�"
~v1(a11; a12)

�
~v2(a21; a22)

H E�!E���� $.&!��< �� E!&��< H �� E!��
E�!)�C�� �

a11a22 − a12a21 6= 0,
�� �5�$S S����C !��" �&�� �

x =

∣∣∣∣
b1 a12

b2 a22

∣∣∣∣ :

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , y =

∣∣∣∣
a11 b1

a21 b2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .

�>??>�577R =�
 � ,-.0''%-. , �0� / ,)'%-. #
 
 #�$% �#/ #-),(	0.0 
-� � �'*
� %)�0 / ,�'0� , %�%� 	*-.0' / ,)'�'�� �%& '%� #'0� ),(�%),(
'% '*
a22
,

a12
	0 '*

a21
,

a11
� 2 $1/ -, )0! %3 *
 �#�/ 0 (%)%(0. �-�/ ,)',-. �� ! % )0/*� *  (0'0
 / %�) ���%$ -0-. #& 0 
 ,' ,
'0� / ,)'�'�

	#/ #� $%#� ,� , '.0 / ,)'�'� �* (%�%& %�%� )0�'*	'0$,) � -�#� ,*
 �'0�
�1'$� ,
 $%#� ,� , '. ,) / ,)'�'�� , )0)	*�. �-� )
 *-.0)%-. , )0�'*	'0
$,) � �*�*
 �'%�/ 0
'�.* �%/& * �*�0-1 */ �1& #'. ,) ),(�%),('%�% )0 
�'*	'0$* � �*�0- .*�
0� , $%#� ,� , '. ,) & ,� ()%& * )#/.0$*
 �'0 
&0 / 0-$*& 0 � � $ 1 -� ,)),('%� #''�� ���� , ���� � (# �*�0-*'% �/ *)0
 *%�	0-
 #''� )0�'*	'0$,) 

�% .* �
�% �%/� ($,) �

�.& 5�5���� �!2�< ��"�!������< .���C��< !�"�&�2 "����5�� �!2�<
������<

{
a11x + a12y + a13z = b1

a21x + a22y + a23z = b2

a31x + a32y + a33z = b3���.�"� �� � "�E�� � �
�� � � �  ��/ �)�S��� "5�< ! �"�&�2 E!�E�!)�C�� H ��#�� "5� " ��E�"�� �

�� E.�� ��� �#�;�9�25& H �� 5�5���� ��S #��. �: !��" �&� �" H �����
��< ����� .���C��� !�"�&��&� �

� � � � �  ��/ �)�S��� �"�< !�"�&�2 E!�E�!)�C�� H � �!��2�;� � �� H �
5�5���� 5$��5�� H �� �"� E.����� �#�;�9�25& C E�!�����9�25& �
�!��2�9 E� E!&��C �

' � � � �  ��/ �)�S��� �"�< !�"�&�2 E!�E�!)�C�� H � 5�5���� ��5$�
��5�� H �� �"� E.����� �#�;�9�25& C E�!�.�.2�� �!���C �

%K5/ + -7,73 + .2./'95 6+1-4-0 -7@217M /0 ��� ����� � 4B=( 1(-7 97< *(L7 )(,2- 6(@1 �4@(B P + �
��� ����� D 4B=( 1(-7 -' 97< 6(@1 �4@B+1 C



�� �

, � � � � �"� !�"�&��& ��5$��5�� � �� 5�#�9 H �.�  ���� � ��< 5$�
��5�� � �!���� H �� �"� E�!�.�.2�� E.����� E�!�����9�25& �!��
�2�9 �

+ � � � �  ���� E�!� !�"�&�2 ��5$��5�� H �� "5� E.�� ��� E�!�.�.2�
�� �

3 � � � �  ���� E�!� !�"�&�2 5$��5�� H � "5& 5�5���� � �� H �� E�!�
E.�� �� E�!�����9�25& E� E�!�.�.2��< E!&��< �

0 � � � �  ��/ �)�S��� !�"�&�2 �� E!�E�!)�C�� H �.� 5�5���� ��S #���
. �: !��" �&� �" H �� �!� E.����� E�!�����9�25& E� E!&��C �

7 � � "5�< ��%�< "�E�� �< 5�5���� ��S S����C !��" �&�� �

x =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
;

y =

∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
;

z =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
:

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
.

� �# E�!�5"��:���5& $ 5E!�"������ �5�����< !�"��5��C H ��5����2�
�#:�5.��� 5$�� E!�"�< � . �"�< :�5��� !�"�&�2 5�5���� H E��������<
"��E�"���� �� �

��
+

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣

a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ , +

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣
�.& ���<������&

x;

# � −
∣∣∣∣

a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ , +

∣∣∣∣
a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣

a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣
�.& ���<������&

y;

" �
+

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣

a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ , +

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣
�.& ���<������&

z.
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���� �� � � ���������� � ����� ��

� 
�
 ����������� �6�4� ��
� )2��$ !��� �. � !��;.&���� /$� )��

f : R → R.
�5�$9�2 �� �

5E�5�#� ������& /$� )�� �

• �� ��E���;�9 ��#.�)� H �� �.& 5 ��:�����  �.2 �5�� ���:��2 �!�
;$����$ " ����� ���:���& /$� )�� �

• �� ��E���;�9 �/ *� ,$*# �1'$� ,3 � &'%� 0'0 )-,� .%	%$ $%%/ 
(0'*.'%3 �
 %!0'0 (x; y)
� (
� � $0�

y = f(x)
�

• 5.�"�5��C ��.;�!����:��C � H � � ����S �E�5 ���<������& ����
:���& /$� )��

f(x)
�.&  ����;� �.������

x
������� "����:��

��&
D(f)

�

• ���. ���:��C H � � ����S ��.����5�2 ���:���& /$�)�� "�� �!;$����
�$ �� ��E���;�9 ���. ���:��;� "�!��$ � /�!�$.� H � � ��5���2
5��"�.� �!�/����:��< � �C H E ����5���& �� 5��E��& H ��#$"���&
 �!��& H 5��"�.� �.������!��< /$� )�C �.�;�!�/��:��� H �!�;��
�����!�:��< �� �#�!����< �!�;������!�:��< � �

��7>@577R �� 
 � 1(#& % ))*� *.0 � ! % �1'$� ,�
f : R → R

�

• '#�#/ #/ )'* ) .%	� , x ∈ D(f),
� $! % (
� (%),
 �'%3 �%-
 ,(%)'%-. ,

{xn}
#
 #& #'. ,)

D(f)
� ! % ��,�* . �-� (% � �

f(xn)
�� ,�* . �-� (%

f(x)

lim
n→+∞

xn = x ⇒ lim
n→+∞

f(xn) = f(x);

• / %�/ 0)'* ) .%	� , x ∈ D(f),
� $! % � '#  '#�#/ )'%� ) .%	� , � �

• '#�#/ #/ )'* '* & '%� 0',� � $! % )%'* '#�#/ #/ )'* ) $%� ',
 .%	� ,� , 3 & '%� 0'0 �
%&7.;671, + -7 ;67B/2E+ ;(,7</0.4 '.B+@ ;-7)32:'-2> 62.5-(B C F67Q +B7 P =(-7(L-( 1+,()67:7< 137./21(./+ Q5-BE+8 C
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• �#/ ,%(0	'*� � $! % ,�'1 .*$# (%(*.'# �� �/ 0 � $%& 1 �'*	#''�
�1'$� ,3 ' # �& ,'�  . �-� �/ 0 ��,
 �� #'', */ �1& #'.1 '* ��

∃ T > 0 ∀ x ∈ D(f) (x + T ) ∈ D(f) ∧ f(x + T ) = f(x).

� *
& #'� # � .*$0� 	0-#
 '*�0)*�. � �%-'%)'0&� �#/ ,%(%& �1'$

� ,3 � � �/ *� ,$ �#/ ,%(0	'%3 �1'$� ,3 ' # �& ,'�  . �-� �/ 0 �*/*
 #
 �
'%& 1 �#/ #'#-#'', '* )#
0	0'1 �#/ ,%(1 )�(%)� %-, *�-�0-�

• �*/ '*� � $! % (
� �1(�
� $%�% #
 #& #'. * � %�
 *-. , )0�'*	#''� −x.*$%� '*
 #� 0. � (% %�
 *-. , )0�'*	#''� � �/ 0	%& 1
f(−x) = f(x),.%�.% �/*� ,$ �*/ '%3 �1'$� ,3 -0& #./ 0	'0
 ),('%-'% %-, %/ (0
'*. �

• '#�*/ '*� � $! % (
� �1(�
� $%�% #
 #& #'. * � %�
 *-. , )0�'*	#''�
−x
.*$%� '*
 #� 0. � (% %�
 *-. , )0�'*	#''� � �/ 0	%& 1

f(−x) = −f(x),.%�.% �/ *� ,$ '#�*/ '%3 �1'$� ,3 -0& #./ 0	'0
 ),('%-'% �%	*. 
$1 $%%/ (0'*. �

• �/ %-.* � � $! % �'*	#''� �1'$� ,3 �/ %-.* �/ 0 �� ,
 �� #'', */ �1
& #'.1 �
∀ x1, x2 ∈ D(f) x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2);

• -�*(* � � $! % �'*	#''� �1'$� ,3 -�*(* �/ 0 �� ,
 �� #'', */ �1& #' 
.1 �
∀ x1, x2 ∈ D(f) x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2);

• '# �/ %-.* � � $! % �'*	#''� �1'$� ,3 ' # �/ %-.* �/ 0 �� ,
 �� #'',*/ �1& #'.1 �
∀ x1, x2 ∈ D(f) x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2);

• '# -�*(* � � $! % �'*	#''� �1'$� ,3 '# -�*(* �/ 0 �� ,
 �� #'', */ 

�1& #'.1 �

∀ x1, x2 ∈ D(f) x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2).
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� %-. *'',� 	%.0/ �%� )0�*($*� $*� 1. �� ! % �1'$� ,� & %'%.%' 
'*� � '0� 1 ()%� �#/�0� � -./ %�% & %'%.%''* � �'$%
0 & %'%.%'',-. �/ %�1& ,�. � -*& # � $ -./ %�1 & %'%.%'',-. � �1'$� ,3�
�>??>�577R == 
 � $! % ),( �/ *)%3 . * 
 ,)%3 	*-.0' -./ %�%3 '#/ ,)
'%-. , � $ ),( */ �1& #'. ,) )0�'*	0.0 �'*	#''� �1'$� ,3� ! % �/ %-. * �.% %./ 0& * & % '#/ ,)',-. � .%�% -*& %�% �& ,-.1 � � $! % �1'$� ,� -�*(
'*� .% '#/ ,)',-. � �& ,'�  �& ,-. '* �/ %.0
 #� '0
 � �'*$

>
�& ,'� 


 . �-� '*
<

� , '*)�*$0 �
��7>@577R �� 
 � 
� (,
-'%�% " , (%(*.'%�% (,
-'%�%

ε
%�'*	0& %

ε

%$,
 .%	$0 " � $ {x ∈ R | |x − a| < ε} � & '%� 0'1 )-,� (,
-'0� � �),(-. *'� ),( � $0� (% " & #'� *� ',�

ε
�

��7>@577R �� 
 � 1(#& % ))*� *.0 � ! % �1'$� ,�
f : R → R

�

• & * 
 %$*
 �'0
 & *$-0& 1& 1 .%	� ,
x0

� � $! % )%'* )0�'*	#'* )
x0

� 
 ,-'1 '#�%/ %� ',
 �#/ #.0' ε

%$%
 1 � , 3 . %	$0 � %�
 *-.�)0�'*	#''� � � 1 $%� ',
 .%	� , � � $%�% �'*	#''� �1'$� ,3 � '#

� ,
 �� ,� ',�
f(x0)

�

∃ ε > 0 ∀ x ∈ D(f) |x − x0| < ε ⇒ f(x) ≤ f(x0);
�0+�

• & * 
 %$*
 �'0
 & ,',& 1& 1 .%	� ,
x0

� � $! % )%'* )0�'*	#'* )
x0

� 
 ,-'1 '#�%/ %� ',
 �#/ #.0' ε

%$%
 1 � , 3 . %	$0 � %�
 *-.�)0�'*	#''� � � 1 $%� ',
 .%	� , � � $%�% �'*	#''� �1'$� ,3 � '#& #'� ,� ',�

f(x0)
�

∃ ε > 0 ∀ x ∈ D(f) |x − x0| < ε ⇒ f(x) ≥ f(x0).
�03�

� $! % '#/ ,)'%-. , ���� ��� � -./ %�,� .% )#(1. � & %)1 ),(�%),(
'% �/ % -./ %�0
 
 %$*
 �'0
 & *$-0& 1& 	0 & ,',& 1& � #$-./ #& 1& �
�1'$� ,3

f.

� 
2 
 ��64� ���� ���� �� � �6�4� ��
��7>@577R �� 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � " � )'1./ ,�'� .%	$* � ,(& '%� 0'0 �
 %!0'0 � � � $! % ,-'1 .*$#
ε > 0

� �/ 0 � $%& 1 )-, .%	$0 �
 %!0'0 � ),((*
 #', ),( " '*),(-.*'� & #'� 1 � ',�
ε
� '*
 #� *. � (% � �
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 � +'%� 0'* � .%	%$ �
 %!0'0 �
• %�1$
 *� � $! % (
� �1(�
� $0� ()%� .%	%$ � � $%� '* .%	$*),(/ ,�$*� ! % 3� � � ('1 � '*
 #� 0. � (% � �

• -./ %�% %�1$
 *� � $! % (
� �1(�
� $0� ()%� / ,�'0� .%	%$ � �$%� '* ),(& ,''* ),( '0� .%	$* ),(/ ,�$*� ! % 3� � � ('1 � �)'1./ ,�'� .%	$* & '%� 0'0 � �

1�E!� .�� H  !$; � �E$ .� � 5�!�;� �E$ .� E��������� E.�� ��
�� H E�" !$; !���� � E�" �.�� �� � �����!�� H � � C�;� �#��� $9�2 H �
�E$ .� ������� H � � �� S 5�!�;� �E$ .�9 �
��7>@577R ��
 � #�#/ #/ )'* '* �/ %& ,� $1 	 �1'$� ,�

f
%�1$
 * )�%/ 1'* ��%& 1 �/ %& ,� $1 � � $! % -�/*)(� 1 . �-� %('* � .*$0� 1& %) �

*� 	*-.0'* $%%/ (0'*.'%3 �
 %!0'0 {(x; y)| x ∈ X, y ≤ f(x)}, ! %�'*� %(0. �-� '# )0! #� ',� �/*� ,$ �1'$� ,3
y = f(x)

'* �/ %& ,� 
$1 	 � � %�1$
 * & '%� 0'*�
�� �1(�
� $* .%	$* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), (%),
 �', . %	$0 �/*� ,$*�1'$� ,3

y = f(x)
'* �/ %& ,� $1 	 � / %�.*� %)*'* '# )0! #� ',�

�/ *� ,$ �1'$� ,3�
∀ x1, x2 ∈ X ∀ t ∈ [0; 1] tf(x1)+(1−t)f(x2) ≤ f(tx1+(1−t)x2);

)� -#/ #(0'* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), (%),
 �', .%	$0 �/*� ,$* �1'$

� ,3

y = f(x)
'* �/ %& ,� $1 	 � / %�.*� %)*'* '# )0! #� ',� �/ *� ,$�1'$� ,3�

∀ x1, x2 ∈ X
f(x1) + f(x2)

2
≤ f

(
x1 + x2

2

)
.

��7>@577R �= 
 � #�#/ #/ )'* '* �/ %& ,� $1 	 �1'$� ,�
f
%�1$
 * )'0�'* ��%& 1 �/ %& ,� $1 � � $! % -�/*)(� 1 . �-� %('* � .*$0� 1& %) �

*� 	*-.0'* $%%/ (0'*.'%3 �
 %!0'0 {(x; y)| x ∈ X, y ≥ f(x)}, ! %�'*� %(0. �-� '# '0� 	#� ',� �/ *� ,$ �1'$� ,3
y = f(x)

'* �/ %
& ,� $1 	 � � %�1$
 * & '%� 0'*�



���

�� �1(�
� $* .%	$* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), (%),
 �', . %	$0 �/*� ,$*�1'$� ,3
y = f(x)

'* �/ %& ,� $1 	 � / %�.*� %)*'* '# '0� 	#� ',�
�/ *� ,$ �1'$� ,3�
∀ x1, x2 ∈ X ∀ t ∈ [0; 1] tf(x1)+(1−t)f(x2) ≥ f(tx1+(1−t)x2);)� -#/ #(0'* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), (%),
 �', .%	$0 �/*� ,$* �1'$

� ,3

y = f(x)
'* �/ %& ,� $1 	 � / %�.*� %)*'* '# '0� 	#� ',�

�/ *� ,$ �1'$� ,3�
∀ x1, x2 ∈ X

f(x1) + f(x2)

2
≥ f

(
x1 + x2

2

)
.

��7>@577R �J 
 � #�#/ #/ )'* '* �/ %& ,� $1 	 �1'$� ,�
f
-./ %�% %�1$



 * )�%/ 1 '* ��%& 1 �/ %& ,� $1 � � $! % -�/*)(� 1 . �-� %('* � .*$0�1& %) �
*� 	*-.0'* $%%/ (0'*.'%3 �
 %!0'0 {(x; y)| x ∈ X, y ≤ f(x)}, ! %�'*� %(0. �-� '# )0! #� ',� �/*� ,$ �1'$� ,3

y = f(x)
'* �/ %& ,� 
$1 	 � � -./ %�% %�1$
 * & '%� 0'*�

�� �1(�
� $* ),(& ,''* ),( $,'� ,) . %	$* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), / ,� 
', (%),
 �', .%	$0 �/*� ,$* �1'$� ,3
y = f(x)

'* �/ %& ,� $1 	 �/ %�.*� %)*'* � ,( �/*� ,$%& �1'$� ,3� ∀ x1, x2 ∈ X ∀ t ∈ (0; 1)

x1 6= x2 ⇒ tf(x1) + (1 − t)f(x2) < f(tx1 + (1 − t)x2);)� -#/ #(0'* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), / ,�', (%),
 �', . %	$0 �/*� ,$*�1'$� ,3
y = f(x)

'* �/ %& ,� $1 	 � / %�.*� %)*'* � ,( �/ *� ,$%&�1'$� ,3�
∀ x1, x2 ∈ X x1 6= x2 ⇒ f(x1) + f(x2)

2
< f

(
x1 + x2

2

)
.

��7>@577R �O 
 � #�#/ #/ )'* '* �/ %& ,� $1 	 �1'$� ,�
f
-./ %�% %�1$



 * )'0� '* ��%& 1 �/ %& ,� $1 � � $! % -�/ *)(� 1 . �-� %('* � .*$0�1& %) �
*� 	*-.0'* $%%/ (0'*.'%3 �
 %!0'0 {(x; y)| x ∈ X, y ≥ f(x)}, ! %�'*� %(0. �-� '# '0� 	#� ',� �/ *� ,$ �1'$� ,3

y = f(x)
'* �/ %
& ,� $1 	 � � -./ %�% %�1$
 * & '%� 0'*�



���

�� �1(�
� $* ),(& ,''* ),( $,'� ,) . %	$* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), / ,� 
', (%),
 �', .%	$0 �/*� ,$* �1'$� ,3
y = f(x)

'* �/ %& ,� $1 	 �/ %�.*� %)*'* '*( �/*� ,$%& �1'$� ,3� ∀ x1, x2 ∈ X ∀ t ∈ (0; 1)

x1 6= x2 ⇒ tf(x1) + (1 − t)f(x2) > f(tx1 + (1 − t)x2);
�00�

)� -#/ #(0'* ),(/ ,�$*� ! % � � ('1 (), / ,�', (%),
 �', . %	$0 �/*� ,$*�1'$� ,3
y = f(x)

'* �/ %& ,� $1 	 � / %�.*� %)*'* '*( �/ *� ,$%&�1'$� ,3�
∀ x1, x2 ∈ X x1 6= x2 ⇒ f(x1) + f(x2)

2
> f

(
x1 + x2

2

)
.

�>??>�577R =J 
 �1'$� ,� � , -. *
0& �'*	#''�& �
• '# -�*(* , ' # �/ %-. * %('%	*-'%�
• %�1$
 * )�%/ 1 , )'0� %('%	*-'%� *
 # '#-./ %�% �

-

6
y

x

y=|x|
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�� �5� ���" � !�5 � '+� �

-

6
y

xD �
�	 
� �� � G!�/ � /$� )��

y�x−2/3 �

� � �
p < 0

H
q
� ��E�!�� H ��

/$� )�& �7' � "����:��� �.& "5�<
� �C5��<

x
H " �������< "�� D H ��E�!�

�� H 5E���S ��
(−∞; 0)

"�� D �� −∞ H
5E���S ��

(0; +∞)
"��

+∞ �� D �
� 5��E���� ;!�/ � � �  ��!������
�� �5� ���" � !�5 � '3� �

-

6
y

xD �

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y�x−1/3 �
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� � �
p < 0

� ��E�!�� H �
q
�

E�!�� H �� /$� )�& �7'� "����:���
��

(0; +∞),
�� E�!�� H �� ��E�!�� H

5E���S ��
(0; +∞)

"��
+∞ �� D �

� 5��E���� ;!�/ � � �  ��!������
�� �5� ���" � !�5 � '0� �

-

6
y

yD �

�	 
� � �� G!�/ � /$� )��
y�x−1/2 �

1�<�C ��E�!
α

� �!!�)����.2�
�� :�5.� H

x > 0.
T�� � ��S�� �

xα = lim
k→+∞

xrk ,
�7, �

�� E�5. ���"��5�2 !�)����.2��<
rk�#�;�S�25& ��

α.
M�.���� "�� E�!�

��5�� :�5�.2�� �" �� �������� �"
rk

�.&
x < 0

� �C5��
xrk

������� H
"�� �S��� �#� �� "����:�� � � T� ��
:���� H ����:���& �7, � �����.��
"� E�%�!��� �� "�� �S���

x.� � �
α>

D H �� /$� )�&
y = xα"����:��� ��

[0; +∞),
�� "���

�!�5��S "�� D ��
+∞ � � 5���E���

���� ���" � !�5 � '7�'	 � �

-

6
y

D � x

�	 
� �� � G!�/ � 
y = x1/

√
5 �

-

6
y

x�D

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y � x

√
5 �

� � �
α<

D H �� /$� )�&
y = xα"����:��� ��

(0; +∞),
�� 5E���S

"��
+∞ �� D � � 5��E���� ;!�/ � �

�  ��!������� �5� ���" � !�5 � ,D � �
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6
y

x�D
�	 
� �� � G!�/ � /$� )��

y�x−
√

2 �

� 
� 
 ��4����4���
�6�4� �8

1�<�C
0 < a 6= 1.

� %$*�'0$%
)%� /$� )�S9 ����"�9�2 /$� �
)�9 �� �;� "�;.&�$ �

y = ax.
4���

��S �� � ".�5��"�5�� �

• "����:��� ��
(−∞; +∞);

• �� E�!�� H �� ��E�!�� �
• ��E�!����:�� �
• ��

(−∞; +∞)
�.&

a < 1
5E��

��S "��
+∞ �� D H �.&

a > 1� �!�5��S "�� D ��
+∞;

• ��#�!�S ���:��2 �
(0; +∞);

• 5�!�;� �E$ .� ";�!$ �� �#�
.�5�� "����:���& H #� �.&
x1 6= x2

��S�� �
ax1 + ax2

2
>

√
ax1ax2 =

= a(x1+x2)/2;

• �� ��S ��:� E�!�;��$�
G!�/ � /$� )�� E�!�����S "�52

�!����� $
(0; 1)

� ��S ;�!������.2�
�$ �5��E���$ {y = 0} ���" � !�5 �
, ��,�� �

-

6

D � x

y

�	 
� � �� G!�/ � /$� )��
y = ex �

-

6
y

x�D
�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y =

(
1
e

)x �
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 � ������� ����
�6�4� �8

1�<�C
0 < a 6= 1.

� %�*/ 0�& ,	
'%� /$� )�S9 ����"�9�2 /$� �
)�9 �� �;� "�;.&�$ �

y = loga x.G!�/ � � ���� /$� )�� ��!��$9�2
� ;!�/ � �

y = ax 5����!�S9 "�� �
��5�� #�5� �!�5�  $�� ��� �5& �
��  ��!������ ($� )�& ��S �� �
".�5��"�5�� �

• "����:��� ��
(0; +∞);

• �� E�!�� H �� ��E�!�� �
• ��E�!����:�� �
• ��

(0; +∞)
�.&

a < 1
5E���S

"��
+∞ �� −∞,

�.&
a > 1

�
�!�5��S "�� −∞ ��

+∞;

• (−∞; +∞)
� �#.�5�2 ����

:��2 �
• 5�!�;� �E$ .� "��� �� �#�

.�5�� "����:���& �.&
a < 1,5�!�;� �E$ .� ";�!$ �.&

a > 1
�

• �� ��S ��:� E�!�;��$�
G!�/ � /$� )�� E�!�����S "�52

�#5)�5 $ ��:)�
(1; 0)

� ��S "�!���
 �.2�$ �5��E���$ {x = 0}.G!�/ � � .�;�!�/��:��< /$� �
)�C E����� �� !�5 � ,'�,, �

6

-
x�D

y

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = lnx

�

6

-
x�D

y

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y =

���
1/ex
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 � �� ������� ��7 �
45865�> �� 
 � $! % f

)0�'*	#'* , -./ %�% %�1$
 * )'0� '* (a; b),
.%(
� (%),
 �'0�

x1, x2
� ��� �

xn
�

(a; b)
-�/ *)(� 1 . �-� .*$* '#/ ,)',-. � �

f

(
x1 + x2 + · · · + xn

n

)
≤ f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn)

n
,

�7+�

! % �#/ #. )%/�  . �-� '* / ,)',-. � 
0� # �* 1& %)0
x1 = x2 = · · · = xn.

� 8?5F577R � � �"����� 5E�:�� $ ��!�"� �5�2 ������� ��������:���
���$ )�� �.& ���$!�.2��<

n = 2k H � � k = 1,
� H ' H ��� �

� .&
k = 1

��S�� �
n = 2

� � �����$ !��� ��!�"��5�2 �7+� "�E.�"�S
� ����:���& 5�!�;�� �E$ .�5�� �

-!�E$5���� H � � ��! �"��5�2 �7+� 5E!�"��$S�25& � $5��� ��5��!��
����&�� � ��� E�!��"�!���& �� !�"� �5�2 �.&

n = 2k � � �"�.2��< �!�
;$�����" � ����!"�.$ �E$ .�5��

f.
T�� � ��S�� �

f

(
x1 + x2 + · · · + x2k+1

2k+1

)
=

= f

(
1

2

(
x1 + x2 + · · · + x2k

2k
+

x2k+1 + x2k+2 + · · · + x2k+1

2k

))
≤

≤ 1

2

(
f

(
x1 + · · · + x2k

2k

)
+ f

(
x2k+1 + · · · + x2k+1

2k

))
≤

≤ 1

2

(
f(x1) + · · · + f(x2k)

2k
+

f(x2k+1) + · · · + f(x2k+1)

2k

)
=

=
f(x1) + · · · + f(x2k) + f(x2k+1) + · · · + f(x2k+1)

2k+1
,

�� E�!% � ��!�"��5�2 "�E.�"�S � ����:���& �E$ .�5�� H �!$;� � � E!��
E$� ���& ���$ )�� � -�!��"�!���& �� !�"��5�2 ���.�"� .�% � ��� � H  �.�
�#��"� ��5�!�;� ��!�"��5�� E�!��"�!99�25& �� !�"��5�� �� $��"� H � �
"5� �!;$����� �#�;�9�25& �

1�<�C
n
� ��"�.2�� ���$!�.2�� :�5.� H � � �� S ���$!�.2��� 5���

E���� � �
x1, x2

H ��� H
xn

� ��"�.2�� � �C5�� :�5.� �
(a; b)

� �5�$S
k = [log2 n] + 1

� ��C���%� � ���$!�.2��< :�5�. H 5��E ��2 � & �<
#�.2%�C H ���

n
� 4�#�!��� �

xn+1 = xn+2 = · · · = x2k =
x1 + x2 + · · · + xn

n
=

1

n

n∑

j=1

xj .
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T�� � �������� �

f(xn+1) = f

(
x1 + x2 + · · · + xn

n

)
=

= f




n
!���"

︷ ︸︸ ︷
xn+1 + · · · + xn+1 +xn+1 + xn+2 + · · · + x2k

2k


 =

= f

(
x1 + x2 + · · · + xn + xn+1 + · · · + x2k

2k

)
≤

≤ f(x1) + · · · + f(xn) + f(xn+1) + · · · + f(x2k)

2k
=

=
f(x1) + · · · + f(xn) + (2k − n)f(xn+1)

2k
.

-������"%� E�!%�C �� �5�����C "�!��� ��
2k/n

� �"�"%� E�� �#��
����� � H ��!���S�� �� $ ��!�"��5�2 �

f(xn+1) ≤
f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn)

n
.

� � !���% � H ��!�"��5�2 E�!��"�!9S�25& �� !�"� �5�2 .�%� �.& �����
 �"�< ���:��2 �!;$�����" �
�>??>�577R =� 
 	'*
 %�,	'# .)#(� #''� & %� '* (%)#-.0 (
� -./ %

�% %�1$
 %3 )�%/ 1 �1'$� ,3� �*& ,'0)�0 ),('%� #''� ≤ '* ≥ 1 '#/ ,)'%-
.�� � � #/ ,)',-. � ���� -�/ *)(� 1 . �-� , (
� '#-./ %�% %�1$
0� �1'$

� ,
 � *
 # �0�'0& 1 (*'%& 1 /*� ,  �*-. #/ #� #''� ! %(% �#/ #.)%/ #''�'#/ ,)'%-. , '* / ,)',-. � �
��7>@577R �� 
 � 
� (%),
 �'0� (,
-'0�

x1, x2,
��� �

xn
%�'*	0& % -#
/ #(' */ 0�& #.0	'# ��'*	#''�� � $ .*$0
 )0/ *� �

x1 + x2 + x3 + · · · + xn

n
.

� 
� (%(*.'0�
x1, x2,

��� �
xn
%�'*	0& % -#/ #(' �#%& #./ 0	'# 
-#/ #(' �*/& %',
'# ��'*	#''�� � $ ),(�%),('% . *$, )0/ *�0 �

n
√

x1 · x2 · x3 · · ·xn,
n

1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

+ · · · + 1
xn

.
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=>B; :F8A �� �756:?7 :B>< K 8Q :� 
# � 
� (%),
 �'0� (%(*.'0�
x1,

x2,
��� �

xn
& * & % �

n
√

x1 · x2 · x3 · · ·xn ≤ x1 + x2 + x3 + · · · + xn

n
.

�.� #� -#/ #(' �#%& #./ 0	'# '# �#/ #)0! 1 -#/ #('�%�% */ 0�& #.0	
'%�% � " ,)',-. � & %� 
0)* 
0� # �* . *$%3 1& %)0 �
x1 = x2 = · · · = xn.

� 8?5F577R 
 ($� )�&
lnx

5�!�;� �E$ .� ";�!$ �� ������� �������<
� �C5��< :�5�. � T� �� :���� H ��S�� �

lnx1 + lnx2 + lnx3 + · · · + lnxn

n
≤ ln

(
x1 + x2 + x3 + · · · + xn

n

)

⇓
n
√

x1 · x2 · x3 · · ·xn = e(ln x1+lnx2+ln x3+···+ln xn)/n ≤
≤ x1 + x2 + x3 + · · · + xn

n
.

M ��"������ ��!�"��5�� "�E.�"�S ��!�"��5�2 ��� 5�!������ ;������
!�:��� � ;�!����C��� � T� �� :���� H ��S�� �

n

√
1

x1
· 1

x2
· 1

x3
· · · 1

xn
≤

1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

+ · · · + 1
xn

n

m
n
√

x1 · x2 · x3 · · ·xn ≥ n
1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

+ · · · + 1
xn

.

*��� H -#/ #(' �*/& %',
'# '# �#/ #)0! 1 -#/ #('�%�% �#%& #./ 0	'%

�%� ! % )%('%	*- '# �#/ #)0! 1 -#/ #('�%�% */ 0�& #.0	'%�% �
� 
� 
 � ���4���������� ������� ���� ��4����4����

�6�4� ��
45865�> ��
 � #�#/ #/ )'* �1'$� ,� � � ! % �*(*'* '* )-,
 & '%� 0', (,

-'0� 	0-#
 , '*�0/* (%(*.'0� �'*	#'��  �%$*�'0$%)%� .%(, 
 
0� #

%G58 	�M ./'- �(? + ;<I=A@ <=
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0 �'*	#''� �1'$� ,3 � -1& 0 */ �1& #'. ,) (%/ ,)'�  (%�1.$1
�'*	#'� �1'$� ,3 � $%� '%�% (%(*'$* �

∀ x1, x2 ∈ R f(x1 + x2) = f(x1) · f(x2).

� 8?5F577R 
 4� �����& !�"��5��
ax1+x2 = ax1 ·ax2

� ���� � ".�5���
"�5��C � �� E����5���& �������;� :�5.� �� � �C5��;� 5��E��& � � �"�����
��5�����5�2 � *���:��� ��E�!�!"�$ �& 5$E�!E���)�9 ��E�!�!"��< �
/$� )�9

g(x) = ln f(x)
� T�� � "�.�:��� /$� )��

g
5$�� ��"�.2��< �!�

;$�����" ��!�"�9 S 5$�� ���:��2 /$� )��
g
 ����;� ��� �� � �

∀ x1, x2 ∈ R g(x1 + x2) = g(x1) + g(x2).

*��� H
g(0) + g(0) = g(0) ⇒ g(0) = 0 ⇒ g(−x) + g(x) = g(0) = 0.

M"�� 5� ��!���S�� �
g(−x) = −g(x).�.& ��"�.2��< ���$!�.2��<

p
�
q
��S�� �

q
!���"

︷ ︸︸ ︷
1

q
+

1

q
+ · · · + 1

q
= 1 ⇒ q · g

(
1

q

)
= g(1) ⇒

⇒ g

(
1

q

)
=

1

q
· g(1),

p
!���"

︷ ︸︸ ︷
1

q
+

1

q
+ · · · + 1

q
=

p

q
⇒ p · g

(
1

q

)
= g

(
p

q

)
⇒

⇒ g

(
p

q

)
=

p

q
· g(1).

4�#�!��� �
a = eg(1).

T�� � �.& ��"�.2��;� !�)����.2��;�
x
�������� �

g(x) = x · g(1) ⇔ f(x) = eln f(x) = eg(x) = exg(1) = ax.

($� )��
f(x)

�
ax ��E�!�!"�� H ���$ !�"��5�2

f(x) = ax 5E!�"��$�
S�25& �.& "5�< � �C5��<

x
�
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 � * $%
 , � / *(,1-%& 1

, �#'./ %& 1 �%	*.$1 $%%/ (0 
'*. ),( .%	$0
A(1; 0)

),($
 *(#& % (1�1 �	 (%)� 0'0
ϕ > 0

�* )0�/*
'0& (%(*.'0& '*�/�& %& )0& ,/� )*''� $1. ,)# � � $! % ϕ < 0,
.% ),(
$
 *(#& % (1�1 (%)� 0'0 |ϕ| 1 �/ %.0
 #� '%& 1 '*�/�& , �(0) � / 0- � � �� �

� 1(#& % ))*� *.0 � ! % �/�& * �	 1. )%/�  $1.
ϕ

�/ *(,*',)� � ),-
-� *�-�0- � � #� *
 .%	$* 	 & * $%%/ (0'*.0 (x; y).
��'*	0& % ./ 0 


�%'%& #./ 0	', �1'$� ,3� -0'1-� $%-0'1-� .*'�#'-� $%.*'�#'-� -#$*'-�$%-#$*'- (,
-'%�% */ �1& #'.1 ϕ
�

sin ϕ = y; tg ϕ = y/x; cosec ϕ = 1/x = 1/ sinϕ;
cosϕ = x; ctg ϕ = x/y; sec ϕ = 1/y = 1/ cosϕ,

� $! % ,-'1�. � ),(�%),(' , ),('%� #''� �
6

y

-
xD �� �

�

� �

A(1; 0)

D
��

�
�

ϕ
� ��

B(cosϕ; sin ϕ)

C(1; �
�

ϕ)

�	 
� �� � -!&��
OB

H � � $�"�!9 S  $�
ϕ

� "�559 �#5)�5 � E�!�����S
 �.� {x2 + y2 = 1} $ ��:)�

B(cosϕ; sin ϕ),
"�52 ���;��5�" {x = 1} $

��:)�
C(1; �

�
ϕ),

"�52  ����;��5�" {y = 1} $ ��:)�
D(

�
�
�

ϕ; 1).

%K7B29 L2-(9 P =() B5/ 1+, ,(,7/-(F( -7;6495 (.+ 7).E2. ,( ,(,7/-(F( -7A;6495 (.+ (6,2-7/ ,(6+1-M171
π/2

C
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M ����:���& �!�;������!�:��< /$� )�C � ���!��� - �/�;�!� "��
E.�"�9�2 �� �"��� %-'%)', -� ,)),('%� #''� & ,� ./ 0�%'%& #./ 0	'0
&0 �1'$� ,�& 0# �

sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1;
1

sin2 ϕ
= 1 + ctg2ϕ;

1

cos2 ϕ
= 1 + tg2ϕ;

E�!��5�2 /$� )��
cosϕ

�

cos(−ϕ) = cosϕ;

��E�!��5�2 /$� )�C
sin ϕ, ctg ϕ

�
tg ϕ

�

sin(−ϕ) = − sinϕ; tg (−ϕ) = −tg ϕ; ctg (−ϕ) = −ctg ϕ.

� 
��
 ����6�� �������8
��7>@577R �� 
 �%/& 1
0 �)#(#''� �%(*�. � ./ 0 �%'%& #./ 0	',�1'$� ,3 $1. ,)

π±ϕ, 2π±ϕ, π/2±ϕ
,
3π/2±ϕ

	#/ #� ./ 0 �%'%& #./ 0	',�1'$� ,3 $1.*
ϕ

�(0) � .*�
 � � , / 0- � � �� '* � $%& 1 ) $,'��� )#$. %/ ,))$*�*'% $1.0 � � $, )%'0 1. )%/��. � � ),--� *�-�0-� �
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x π ± ϕ 2π ± ϕ π/2 ± ϕ 3π/2 ± ϕ
sinx ∓ sinϕ ± sinϕ cosϕ − cosϕ
cosx − cosϕ cosϕ ∓ sinϕ ± sinϕ
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.,�

cos(α ± β) = cosα cosβ ∓ sin α sin β;

sin(α ± β) = sinα cosβ ± cosα sin β;

tg(α ± β) =
tg α ± tg β

1 ∓ tg α tg β
,
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 4� ��!� −−−−−−−−−→

(cosα; sin α)
H −−−−−−−−−−−→
(cosβ;∓ sin β)

��9�2 ��"���$
� � $�"�!99�2 � "�559 �#5)�5 "��E�"����  $��

α
�� ∓β

H ���$  $� ���
���� ��!�"�9 S

α ± β.
*#:�5.��� 5 �.&!��C ��#$�� �

−−−−−−−−−→
(cos α; sin α) · −−−−−−−−−−−→(cosβ;∓ sin β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ = cos(α ± β).

4!�<�"$9:� /�!�$.� �"�����& H �������� �

sin(α ± β) = cos(π/2 − (α ± β)) = cos((π/2 − α) ∓ β) =

= cos(π/2 − α) cos(β) ± sin(π/2 − α) sin β =

= sin α cosβ ± cosα sin β;

tg (α ± β) =
sin(α ± β)

cos(α ± β)
=

sin α cosβ ± cosα sin β

cosα cosβ ∓ sin α sin β
=

=
tg α ± tg β

1 ∓ tg α tg β
.
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 ��/ *)(� 1�. �-� .*$, / ,)'%-. ,�
cosα cosβ =

cos(α − β) + cos(α + β)

2
;

sin α sin β =
cos(α − β) − cos(α + β)

2
;

sin α cosβ =
sin(α + β) + sin(α − β)

2
;

cosx + cos y = 2 cos
x + y

2
cos

x − y

2
;

cosx − cos y = 2 sin
x + y

2
sin

y − x

2
;

sin x ± sin y = 2 sin
x ± y

2
cos

x ∓ y

2
.

� 8?5F577R 
 �.& ��"�����& E�!%�< �!2�< �������5��C ��5����2�
E�!��"�!��� �<� � E!�"� :�5���� H "� �!�5��"$9:� ���!��� ����"���& �
�.& ��"�����& �!2�< �5�����< E��!�#�� E�� ��� E!�"� �� . �"� :�5����
:�!��

α
��

β,
��

(
α =

x + y

2
∧ β =

x − y

2

)
⇔ (x = α + β ∧ y = α − β),

� "!�<$"��� ��E�!��5�2
sin x

�
=>B; :F8A �� �� 86�?;B 98F?8�77R >6C?�57>? � 
 ��/*)(� 1�. �
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cos 2α = cos2 α − sin2 α = 2 cos2 α − 1 = 1 − 2 sin2 α;

sin 2α = 2 sinα cosα;

tg 2α =
2tg α

1 − tg2α
.
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 ��/*)(� 1
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cos
α

2
= ±

√
1 + cosα

2
;

sin
α

2
= ±

√
1 − cosα

2
;

tg
α

2
= ±

√
1 − cosα

1 + cosα
=

1 − cosα

sinα
=

sin α

1 + cosα
.
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 #� 0. � �/ %& ,'�� ! % 1.)%/�  $1.

α/2
� ),--� *�-�0- � � 1-� $%& 1/*� , & * & % �

sign tg
α

2
= sign sinα,

� $! % cos α
2 6= 0

�

� 
�� 
 ���� �4� ���������������� �6�4� ��
��"�����  �.2 � �"�!����2 H �� ����;�9 & �< � $!�<$"���&� E�!�

��5�� ���E�!��5��� C E�!����:��5�� �!�;������!�:��< /$� )�C H /�!�
�$. �"�����& � 5E�""����%��2 ��� �!�;������!�:���� /$� )�&�� H
����� "5����"��� E�"�� �� $ �!�;������!�:��< /$� )�C �
45865�> �J 
 �1'$� ,�

y = sin x
'#�#/ #/ )'* '*

R.

� 8?5F577R 
 �.& ��"�.2��;�
x ∈ [0; π]

�

sin x
� E��"�S�� E.�� � !�"��#��!����;� �!� $��� � H #�:�� 5��!���
& �;� $�"�!99�2  $�

x
� ��9�2 ��"���$ � �& � �

x = 0
�#�

x = π
H �� �!� $��� "�!���$S�25& $ "��! ��� � �

x
� E��"�S�� E.�� � 5� ��!�  �.� � !�� �$5�� � � ��"����9 �$;�
x.

8� ��! ��5���2 "��E�"����C �!� $��� H ���$H "!�<�"$9:� ��E�!��5�2
/$� )��

sin x
H ��S�� � | sin x| ≤ |x| �.& |x| ≤ π.

� � � � |x| > π,
��

|x| > π > 1 ≥ | sinx|. �.& ��"�.2��< � �C5��<
x1, x2

��!���S�� �

| sin x1 − sin x2| =

∣∣∣∣2 sin
x1 − x2

2
cos

x1 + x2

2

∣∣∣∣ ≤

≤ 2

∣∣∣∣sin
x1 − x2

2

∣∣∣∣ ≤ |x1 − x2|,

���$ /$� )�&
y = sin x

��E�!�!"�� �� �−∞; +∞).
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 �1'$� ,�
sin x

-./ %�% %�1$
 * )�%/ 1 '* [0; π].

� 8?5F577R 
 �.& ��"�.2��<
x, y ∈ [0; π]

��S�� �

x 6= y ⇒ sinx + sin y

2
= sin

x + y

2
cos

x − y

2
< sin

x + y

2
.

45865�> �� 
 �1'$� ,�
�
� � -./ %�% %�1$
 * )'0� '* [0; π

2

)
.

-

6
y

x� �

A(1; tg α1)

C
(
1; tg α1 + α2

2

)
B(1; tg α2)

�

�	 
� � �� ��"�����& �E$ .�5��
�
�

x.

� 8?5F577R 
 1�<�C
α1 < α2

��.����2
[0; π

2 )
� E!����  $ �!�5����&

�
�

x
� 1 �  ��!�������C E.�� ��� !��;.&���� �� � ��: � �

A(1; tg α1), B(1; tg α2), C

(
1; tg

(
α1 + α2

2

))

���" � !�5 � ,0� � 4 4ABO OC
� #�5� �!�5� H � � � �.��2

AB
$ "�� �

��% ���� E!�.�;.�< 5��!�� �
AC/BC = AO/BO < 1,

���$
C

.����2
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���:� 5�!�����
AB

H �!������ & �� � 5�!���S �!�/����:�� �!�����
��:� 

A
�
B.

� !��$.2���� ��!���S�� �

∀ α1, α2 ∈
[
0;

π

2

)
α1 6= α2 ⇒ tg α1 + tg α2

2
> tg

α1 + α2

2
.

��5.����� /$� )�9
y = sin x.

*#.�5�2 "����:���& �
R.

����
/$� )�& ��E�!�� � -�!��� /$� )�� �

2π.
M!�5��S ��

[−π
2 +2kπ; π

2 +2kπ]"�� −1
�� �H 5E���S ��

[π
2 +2kπ; 3

2π+2kπ]
"�� � �� −1

��$� � ��� �.� " $5�<
5E�""����% ���&< )2�;� !��� �.$

k
� )�.� � �

[−1; 1]
� �#.�5�2 ���:��2

/$� )�� � ($� )�&
sin x

5�!�;� �E$ .� ";�!$ ��
[0; π].

���� /$� )�&
��E�!�� H ���$ � � ;!�/ � �� ����9S�25& E!� E�"�!��� ��

π
��" �.�

E�:�� $  ��!������ *��� H /$� )�&
y = sinx

5�!�;� �E$ .� "��� ��
[−π; 0].

4!�<�"$9:� � � E�!����:��5�2 H ��S�� � /$� )�&
y = sinx

5�!�;�
�E$ .� "��� ��

[(2k−1)π; 2kπ],
5�!�;� �E$ .� ";�!$ ��

[2kπ; (2k+1)π].T�: � E�!�;��$ �
kπ

� *:�"���� H � �
sin x = 0 ⇔ x = kπ.

� 5��E���
���� � G!�/ � /$� )�� E�� ��� �� !�5 � ,7 �

-

6

O π 2π 3π−π
x

� y

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = sin x.

-

6

π
2

3π
2

5π
2

−π
2− 3π

2

x

y�

O

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = cosx.

G!�/ � /$� )��
y = cosx = sin(x+ π

2 )
��!��$9�2 � ;!�/ � � /$� �

)��
y = sin x

�5$"�� �� π
2

$ ��E!&�� H E!���.�����$ �� �������;�
��E!&�$ �5� �#5)�5 ���" � !�5 � ,	 � �

R
� �#.�5�2 "����:���& � � ���

/$� )�& E�!�� � -�!��� �
2π.

($� )�& �!�5��S ��
[(2k − 1)π; 2kπ]"�� −1

�� �H 5E�� �S ��
[2kπ; (2k + 1)π]

"�� � �� −1. [−1; 1]
� �#.�5�2

���:��2 /$� )�� � ($� )�& 5�!�;� �E$ .� ";�!$ ��
[−π

2 +2kπ; π
2 +2kπ]

H
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5�!�;� �E$ .� "��� ��
[π
2 + 2kπ; 3

2π + 2kπ].
T�: � E�!�;��$ � π

2 + kπ.*:�"���� H � �
cosx = 0 ⇔ x = π/2 + kπ, cos 0 = 1.

� 5��E��� ���� �
� �5.����� /$� )�9

y = tg x
� *#.�5�2 "����:���& ����S�25& ���

 �9 ��!�"� �5�9 �
cosx 6= 0 ⇔ x 6= π

2 + kπ.
���� /$� )�& ��E�!�� & 

"����%���& ��E�!��� �� E�!��� �
tg x = sin x : cosx

� �
π

� � � E�!��� �
($� )�& �!�5��S ��

(−π
2 + kπ; π

2 + kπ)
"�� −∞ ��

+∞. R
� �#.�5�2

���:��2 � � ��� /$� )�& �E$ .� "��� ��
[0; π

2 ).
G!�/ � /$� )�� �� ����

�9S�25& E!� E�"�!��� ��
π
��" �.� E�:�� $  ��!�����H ���$ /$� )�&

y = tg x
�E$ .� ";�!$ ��

(−π
2 ; 0].

-�!��� /$� )�� �
π,

���$ "��� �E$�
 .� "��� ��

[kπ; π
2 + kπ),

�E$ .� ";�!$ ��
(−π

2 + kπ; kπ], kπ
� ��: �

E�!�;��$� *:�"���� H � �
tg x = 0 ⇔ x = kπ.

G!�/ � /$� )�� ��S
"�!�� �.2�� �5��E���� {x = π

2 + kπ} ���" � !�5 � +D � �

6

D
π x

y

�

π/2−π/2−π
-

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = �

�
x.

G!�/ � /$� )��
y =

�
�
�

x = tg (π
2 − x) = −tg (x − π

2 )
��!��$9�2

� ;!�/ � �
y = tg x

�5$"�� �� π
2

$ ��������$ ��E!&�� �5� �#5)�5 �
E���.2%�9 5����!�S9 "����5�� �5� �#5)�5 ���" � !�5 � + �� � *#.�5�2
"����:���& ����S�25& �� �9 ��!�"��5�9 �

sin x 6= 0 ⇔ x 6= kπ.
($� �

)�& ��E�!�� & "����% ���& E�!��� �� ��E�!��� � 5
�
�

x = cosx : sin x
�

-�!��� /$� )�� �
π.

8E���S ��
(kπ; (k+1)π)

"��
+∞ �� −∞.

*#.�5�2
���:��2 �

(−∞; +∞).
($� )�& �E$ .� "��� ��

(kπ; π
2 + kπ],

�E$ .�



���

";�!$ ��
[π
2 + kπ; (k + 1)π).

T�: � E�!�;��$ ��9�2 �� �C "�;.&� �
x = π

2 + kπ
� *:�"���� H � �

ctg x = 0 ⇔ x = π
2 + kπ.

G!�/ � ��S
"�!�� �.2�� �5��E���� {x = kπ} �

6
y

�

π xD -

�	 
� ��� G!�/ � /$� )��
y =

5
�
�

x.

1�E�!�!"�� /$� )�&
y = sin x

�!�5��S ��
[−π

2 ; π
2 ]

"�� −1
�� �H ���$

�5�$S /$� )�&
arcsin : [−1; 1] → [−π

2 ; π
2 ]

��! 5��$5� H �#�!���� ��
sin x

�

∀ x ∈ [−1; 1] sin(arcsinx) = x; ∀ x ∈ [−π

2
;
π

2
] arcsin(sinx) = x.

G!�/ � 
y = arcsinx

��!��$9�2 5����!�S9 "����5�� #�5� �!�5�
 $�� ��� �5&��  ��!����� :�5���� ;!�/ � � /$� )��

y = sin x,
�.&

& ��
x ∈ [−π

2 ; π
2 ]

���" � !�5 � +�� �
� �5. ����� /$� )�9

y = arcsinx
�
[−1; 1]

� �#.�5�2 "����:���& �
� ��� /$� )�& ��E�!�!"�� H & � "5� �#�!���� �!�;������!�:�� /$� �
)�� # � 1�E�!�� & �#�!���� �� ��E�!��� H ��E�!����:�� � ($� )�& �!�5�
��S ��

[−1; 1]
"�� −π

2

�� π
2 . [−π

2 ; π
2 ]

� �#.�5�2 ���:��2 /$� )�� � � ���
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/$� )�& �E$ .� ";�!$ ��
[−1; 0],

�E$ .� "��� �� �D ��� H D � ��: �
E�!�;��$� *:�"���� H � �

arcsinx = 0 ⇔ x = 0.
� 5��E��� ���� �

-

6

y

π/2

� xD� �

−π/2

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = arcsinx.

1�E�!�!"�� /$� )�&
cosx

5E���S ��
[0; π]

"�� � �� � �H ���$ �5�$S
/$� )�&

arccos : [−1; 1] → [0; π]
��!  �5��$5� H �#�!���� ��

cosx
�

∀ x ∈ [−1; 1] cos(arccosx) = x; ∀ x ∈ [0; π] arccos(cos x) = x.

G!�/ � 
y = arccosx

��!��$9�2 5����!�S9 "����5�� #�5� �!�5�
 $�� ��� �5&��  ��!����� :�5���� ;!�/ � � /$� )��

y = cosx,
�.&

& ��
x ∈ [0; π]

���" � !�5 � +'� �

-

6

� � D � x

π

y

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = arccosx.

��5.����� /$� )�9
y = arccosx

�
[−1; 1]

� �#.�5�2 "����:���& �
($� )�& �� E�!�� H �� ��E�!�� � 8E!�"� � H �.& "5�<

x ∈ [−1; 1]
:�5.�



���

arccosx
�
(π−arccosx)

��.����2 ��
[0; π],

�� /$� )�&
y = cosx

5E���S �
T� �� :���� H ��S�� �

cos(π − arccosx) = − cos arccosx = −x ⇒ π − arccosx = arccos(−x).

($� )�& ��E�!����:�� � 5E���S ��
[−1; 1]

"��
π

�� D �
[0; π]

� �#.�5�2
���:��2 /$� )�� � � ��� /$� )�& �E$ .� "��� ��

[−1; 0],
�E$ .� ";�!$

��
[0; 1].

D � ��: � E�!�;��$� *:�"���� H � �
arccosx = 0 ⇔ x = 1,

arccos 0 = π
2 .

� 5��E��� ���� �
1�E�!�!"�� /$� )�&

�
�

x
�!�5��S ��

(−π
2 ; π

2 )
"�� −∞ ��

+∞,
���$

�5�$S /$� )�&
arctg : (−∞; +∞) → (−π

2 ; π
2 )

��! ���;��5� H �#�!���� ��
�
�

x
�

∀ x ∈ (−∞; +∞) tg(arctg x) = x; ∀ x ∈ (−π

2
;
π

2
) arctg(tg x) = x.

G!�/ � 
y = arctg x

��!��$9�2 5����!�S9 "����5�� #�5� �!�5�
 $�� ��� �5&��  ��!����� :�5���� ;!�/ � �

y = tg x,
�.& & ��

x ∈ (−π
2 ; π

2 )
���" � !�5 � +, � �

y

π/2

D x�

−π/2

6

-

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = arctg x.

��5.����� /$� )�9
y = arctg x

�
R

� �#.�5�2 "����:���& � � ���
/$� )�& ��E�!�� H ��E�!����:�� � �!�5��S ��

(−∞; +∞)
"�� −π

2

�� π
2

�
*#.�5�2 ���:��2 /$� )��

(−π
2 ; π

2 )
� ($� )�& �E$ .� "��� ��

(−∞; 0],�E$ .� ";�!$ ��
[0; +∞)

� D � ��: � E�!�;��$� *:�"���� H � �

arctg x = 0 ⇔ x = 0.

G!�/ � /$� )�� ��S ;�!������.2�� �5��E���� {y = ±π
2 }

�



�� �

1�E�!�!"�� /$� )�&
y = ctg x

5E���S ��
(0; π)

"��
+∞ �� −∞,���$ �5�$S /$� )�&

arcctg : (−∞; +∞) → (0; π)
��!  ����;��5� H �#�!�

���� �� �
�
� �

∀ x ∈ (−∞; +∞) ctg(arcctg x) = x; ∀ x ∈ (0; π) arcctg(ctg x) = x.

G!�/ � 
y = arcctg x

��!��$9�2 5����!�S9 "����5�� #�5� �!�5�
 $�� ��� �5&��  ��!����� :�5���� ;!�/ � �

y = ctg x,
�.& & ��

x ∈ (0; π)
���" � !�5 � ++� �

-

6
y

π

D � x

π/2

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = arcctg x.

��5.����� /$� )�9
y = arcctg x

�
R

� �#.�5�2 "����:���& � ($� �
)�& �� E�!�� H �� ��E�!�� H #�

ctg(π − arcctg x) = −ctg(arcctg x) = −x ⇒ π − arcctg = arcctg(−x).

($� )�& ��E�!����:�� � 5E���S ��
(−∞; +∞)

"��
π

�� D �
(0; π)

�
�#.�5�2 ���:��2 /$� )�� � �E$ .� ";�!$ ��

(−∞; 0],
�E$ .� "��� ��

[0; +∞)
� D � ��: � E�!�;��$� *:�"���� H � �

��
��

�
�

0 = π
2 .

G�!�����
��.2�� �5��E���� � {y = 0} � {y = π}.

� 
�� 
 �� ��� ����7 ���8 � �� �5��������
����������������� �6�4� �8��

∀ x ∈ [−1; 1] arcsinx + arccosx =
π

2
.

�73�



���

8E!�"� � H
0 ≤ arccosx ≤ π ⇔ −π

2 ≤ π
2 − arccosx ≤ π

2 ,
���$ ��S�� �

sin
(π

2
− arccosx

)
= cos(arccosx) = x.

�.& ��"�!%���& ��"�����& "�5.�".9"���& �73 � ��5����2� "����:���
arcsin

"�� E!�"�� �� . �"�� :�5��� �5����2�� !�"��5�� �

∀ x ∈ R arctg x + arcctg x =
π

2
.

�70�
8E!�"� � H

0 < arcctg x < π ⇔ −π
2 < π

2 − arcctg x < π
2 ,

���$ ��S�� �

tg
(π

2
− arcctg x

)
= ctg(arcctg x) = x.

�.& ��"�!%���& ��"�����& "�5.�".9"���& �70� ��5����2� "����:���
��
�
�
� "�� E!�"�� �� . �"�� :�5��� �5����2�� ! �"��5�� �

∀ x ∈ [−1; 1] sin arccosx = cos arcsinx =
√

1 − x2.
�77�

4�5.�".9"���& �77� � ��5. ��� E�!%�;� � �5��"��< 5E �""����% ��2
��� �!�;������!�:���� /$� )�&�� �

α = arccosx ∈ [0; π] ⇒ sin α =
√

1 − cos2 α;

α = arcsinx ∈ [−π
2 ; π

2 ] ⇒ cosα =
√

1 − sin2 α.

∀ x ∈ R sin arctg x =
x√

1 + x2
.

�7	�
8E!�"� � H & � �

α = arctg x
H ��

cosα > 0,
���$ ��� �

x = tg α
��

sin α
�#�;�9�25& � �.& ��"�!%���& ��"�����& "�5.�".9"���& �7	� ���

5����2� ��$"����� H � �

sin2 α =
tg2α

1 + tg2α
.

∀ x ∈ (−1; 1) tg(arcsinx) =
sin(arcsinx)

cos(arcsinx)
=

x√
1 − x2

;
�	D�

∀ x 6= 0 tg(arcctg x) =
1

ctg(arcctg x)
=

1

x
.

�	 ��

4�5.�".9"���& �	D�	 �� "�E.�"�9�2 � �"�!����2 H "� �!�5����< $
��"������ "�5.�".9"��2 �73�7	 � �
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 ��������������� � ���8��8 � ��� �������
�.& �# �S�����& "5�< ������

An
H ���$��!�"���< )�.��� :�5.���

n
H #$���� ����.� "� �!�5��"$"��� �� � E����:���& �

⋃

n∈Z

An =

+∞⋃

n=−∞
An.

�.&
a ∈ (−1; 1)

H
b ∈ (−∞; +∞)

� ".�5��"�5��C E!&��< �� �#�!����<
�!�;������!�:��< /$� )�C "�E.�"�9�2 �� � � "�"�.�����5�� �

sin x = a ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

{(−1)n arcsina + nπ};

sin x > a ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(arcsina + 2nπ;− arcsina + (2n + 1)π);

sin x < a ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(−arcsina+(2n+1)π; arcsina+2(n+1)π);

cosx = a ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

{± arccosa + 2nπ};

cosx > a ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(− arccosa + 2nπ; arccosa + 2nπ);

cosx < a ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(arccosa + 2nπ;− arccosa + 2(n + 1)π);

�
�

x = b ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

{����� b + nπ};

�
�

x > b ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(
��
�
�
�

b + nπ;
π

2
+ nπ

)
;

�
�

x < b ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(
−π

2
+ nπ; ��

�
�
�

b + nπ
)
;

�
�
�

x = b ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

{������ b + nπ};

�
�
�

x > b ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(nπ; ��
��

�
�

b + nπ);

�
�
�

x < b ⇔ x ∈
⋃

n∈Z

(��
��

�
�

b + nπ; (n + 1)π).
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� �# E�!� �����5& $ )2��$H ��5����2� ��!�5$"���  �.� � )���!��
$ E�:�� $  ��!����� � !�� �$5�� � � "�52 ���;��5�" � ����;��5�" � H �
E���� E!�"�5�� ;�!������.2�� �"�!�� �.2��� E!&�� H �!������ ��#5�
)�5� � & �< ��!�"�99�2

a
��

b
�

� 
�� 
 ����������� �6�4� ��
��7>@577R �� 
 �.#�#'#)1 � �%$*�'0$%)1� 
 %�*/ 0�& ,	'1 � ./ 0 �%'%
& #./ 0	', 
 %�#/ '#', ./ 0�%'%& #./ 0	', �1'$� ,3 '*�0)*�. � %-'%)
'0& 0 #
 #& #'. */ '0& 0 �1'$� ,�&0 �

�
 #& #'. */ '0& 0 �1'$� ,�&0 ))*� *�. � �1'$� ,3� � $, %./ 0& 1�. �1 / #�1
 �.*. , )0$%'*''� -$,'	#''%3 $,
 �$%-. , */ 0�& #.0	'0� %�#
/*� ,
 � )��..�& -1�#/ �%�0� ,3 ),( %-'%)'0� #
 #& #'.*/ '0� �1'$� ,
 ,
�1'$� ,
 � & '%�%	
 #',) */ �1& #'.1 �
�>??>�577R =� 
 �-'%)', #
 #& #'. */ ', �1'$� ,3 '#�#/ #/ )', '* %�
 *-
., )0�'*	#''� � .%& 1 , )-, #
 #& #'.*/ ', �1'$� ,3 '#�#/ #/ )', '* %�
 *-
., )0�'*	#''� �
��7>@577R �� 
 ��'*	0& % . *$, #
 #& #'. */ ', �1'$� ,3�

��
x =

ex − e−x

2
;

��
x =

ex + e−x

2
;

�
�

x =

��
x

��
x

=
ex − e−x

ex + e−x
;

�
�
�

x =

��
x

��
x

=
ex + e−x

ex − e−x

�

),(�%),('% �,�#/ �%
 ,	', -0'1-� $%-0'1-� .*' �#'- , $%.*' �#'- �
G!�/ � � )�< /$� )�C E����� �� !�5 � +3�+7 �
M��5� ���" )�< /$� )�C 5���� �!��$��.�� E�5.& ����C��.���&

� �%/& 1
 *& 0 �

 #/ * � 5E�""����%���&�� ��� �!�;������!�:����
/$� )�&�� � �C5��� ������� � E� ���� �"�9 /$� )�S9 $%& �
 #$-'%3
������� �

N��E�5�!���2� � ����:���& 	D "�E.�"�S �� � !�"��5�2 �
��2t − ��2t = 1.

�	��
�>??>�577R =� 
 � 
� (%),
 �'%�% (,
-'%�%

t
.%	$*

(
��

t;
��

t)
$%%/ 
(0'*.'%3 �
 %!0'0 '*
 #� 0. � (% �,�#/ �%
0 {x2 − y2 = 1} �
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� � �
ϕ

�  $� "�� �������;� ��E!&�$ �5� �#5)�5 �� ��E!&�$ "� �
��!�

~v(
��

t;
��

t)
H �� ��S�� �

�
�

t = �
�

ϕ;
�
�
�

t =
�
�
�

ϕ.

N��E�5�!���2� � ����:���& 	D � !�"��5�� �	�� "�E.�"�9�2 �� � 5E�"�
"����%���& �

��
2x = 2

��
x
��

x;
1

��2x
=
�
�
�2x − 1;

��
2x =

��2x +
��2x;

1
��2x

= 1 − �
�2x.
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6
y

x

�

�D

y =
��

x

-

6
y

xD �

�

y =
��

x

�	 
� �� � G!�/ � � /$� )�C
y =

��
x
�
y =

��
x
� ;�E�!#�. �:��;� 5��$5�

�.�"�!$: � � ;�E�!#�.�:��;�  �5��$5� �E!�"�!$: � �
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y

x�D
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�
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� � �� G!�/ � /$� )��
y = �

�
x
� ;�E�!#�. �:��;� ���;��5� �

-

6
y
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�

D

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y =

�
�
�

x
� ;�E�!#�.�:��;�  ����;��5� �
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���� �� � � � ������� �� ��� �������

� 
�
 ������� �� �646������
1�;���S�� H � � �.& � �C5��<

a
�
b
�

a > 0,
& � �

a
� ������� �

a > b,
& � �

a − b > 0;
a < 0,

& � �
a
� "�� �S��� �

a < b,
& � �

a − b < 0;
a ≥ 0,

& � �
a
� ��"�� �S��� �

a ≥ b,
& � �

a − b ≥ 0;
a ≤ 0,

& � �
a
� ��������� �

a ≤ b,
& � �

a − b ≤ 0.1�!�"��5�� H $ ��E�5� & �< "���� 5��"�.�
>

�
<,

����"�9�2 5�!��
;��� H � $ ��E�5� & �< "���� ≥ � ≤ � ��5�!�;��� �

-�!�!�<$S�� )
 *-.0)%-. , '#/ ,)'%-. #
 �
� � � � �

a > b > c,
��

a > c
��!������"��5�2 � �

� � � � �
a ≤ b ≤ a,

��
a = b.

' � 1�!�"��5�� ����;� ���5�$ ����� E�:.���� ����"��� �
, � 1�!�"��5�� E!���.����;� ���5�$ ����� E�:.���� "�������� �
+ � *#��"� :�5���� ��! �"��5�� ����� ������� �� ������� :�5.�

�E!� �������� �� "�� �S��� :�5.� ���5� ��!�"��5�� ����9 S�25&
�� E!���.����C � �

3 � � � E!�"�� �� . �"�� :�5��� ��!�"��5�� ����� ����"��� ���� C ��
5��� :�5.� �

��7>@577R ��
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �
� � �0-. #& 1 -� ,)),('%� #'�

f1(x) < g1(x) ∧ f2(x) < g2(x) ∧ · · · ∧ fn(x) < gn(x),

! % & * #$),)*
 #'.'0
 �*�0- �





f1(x) < g1(x)
f2(x) < g2(x)
.....................
fn(x) < gn(x)

,
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(#
f1(x), f2(x),

��� �
fn(x), g1(x), g2(x),

��� �
gn(x)

� (#� $, �1'$

� ,3 */ �1& #'.1 � � '*�0)*�. � -0-. #& %� '#/ ,)'%-. #
 � %(', �
�& ,''%� )#
0	0'%� � � �*& ,-. �

<
1 (#� $0� � '#/ ,)'%-. #
 & %
� # �1.0 �'*$ ≤� ≥ 	0

>
� � $! % )0$%/ 0-.*'% .*$%� �'*$ / ,)
'%-. ,

=
� .% & *.0& #& % -0-. #& 1 / ,)'�'� , ' #/ ,)'%-. #
 � � $! %)0$%/ 0-. *'% 
0� # = � .% & *.0& #& % -0-. #& 1 / ,)'�'� � �0-. #
& * & %� # & ,-.0.0 �#�
 ,	 -� ,)),('%� #'� � � $! % x ∈ R

� .% & *

 & % -0-. #& 1 -� ,)),('%� #'� � %(', � (,
-'%� �& ,''%� � � $! %
x ∈ R2 � .% � ()%& *� � $! % x ∈ Rk � .% � � (,
-'0& 0 �& ,''0 
& 0 � � $, (
� �/ 1	'%-. , 	*-. % �%�'*	*�. � / ,�'0& 0 
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 � �'*	#''� � � ! % �*(%)%
 �'�  $%� '# -� ,)),('%� #''� -0-. #& 0 �'*�0)*�. � / %�) ���$%& -0-. #& 0 � � $! % & '%� 0'* / %�) ���$,) �%
/ %� '� � .% -0-. #& 1 '*�0)*�. � '#-1& ,-'%� 	0 -1�#/ #	
0)%� �
� 1-,� ,'�0� )0�*($*� 3 3 ))*� *�. � -1& ,-'%� 	0 '#-1�#/ #	
0
)%� �

� � �1$1�',-. � -� ,)),('%� #'�
f1(x) < g1(x) ∨ f2(x) < g2(x) ∨ · · · ∨ fn(x) < gn(x),

! % & * #$),)*
 #'.'0
 �*�0- �



f1(x) < g1(x)
f2(x) < g2(x)
.....................
fn(x) < gn(x)

,

(#
f1(x), f2(x),

��� �
fn(x), g1(x), g2(x),

��� �
gn(x)

� (#� $, �1'$

� ,3 */ �1& #'.1 � � '*�0)*�. � -1$1�',-.� '#/ ,)'%-. #
 � %(', �
�& ,''%� )#
0	0'%� � � �*& ,-. �

<
1 (#� $0� � '#/ ,)'%-. #
 & %
� # �1.0 �'*$ ≤ � ≥ 	0

>
� � $! % )0$%/ 0-. *'% , = � .% & *.0 
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-'%� �& ,''%� � � $! %

x ∈ R2 � .% � ()%& *� � $! % x ∈ Rk � .% � � (,
-'0& 0 �& ,''0 
& 0 � � $, (
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 ,. #/ *& 0 �* '# %(', � � / ,�'0& 0 ,'(#$-*& 0 �



���

� � �'*	#''� � � ! % �*(%)%
 �'�  � %	* � %('# -� ,)),('%� #''� -1$1�
'%-. ,� '*�0)*�. � / %�) ���$%& -1$1�'%-. ,�
� � � ), -0-. #& 0 �-1$1�'%-. ,� / ,)'%-0
 �', �#$),)*
 #'.',� � � $! %)%'0 & *�. � %('*$%), & '%� 0'0 / %�) ���$,) �
� � � $! % � %	* � %('# -� ,)),('%� #''� �*�0-*'%3 -0-. #& 0 �-1$1�
'%-. ,� �*
 #� 0. � ),( '#),(%& %3 -. *
 %3� .% .*$1 -0-. #& 1 �-1
$1�',-. �� '*�0)*�. � -0-. #& %� �-1$1�',-.�� � �*/ *& #./*& 0),('%-'% �& ,''%3 � � * '#),(%& , -. *
 , � �*/ *& #./*& 0 -0-. #& 0

�-1$1�'%-. ,� �
�� "%�) ���*.0 -0-. #& 1 �-1$1�',-. �� �#� �*/ *& #./ ,) ),('%-'% %(
', 3 (,
-'%3 �& ,''%3 %�'*	* )$*�*.0 & '%� 0'1 33 / %�) ���$,)� �*& %� 
0)%-. , �%(*)�0 33 1 )0�
� (, %� � ('*''� %('%#
 #& #'.'0�& '%� 0' , & '%� 0' 
�/ %& ,� $,)� ! % '# & *�. � -� ,
 �'0� .%	%$ �2 (*'%& 1 / *� , %� � ('*''� � %('0� ()%� � .*$0� & '%� 0' '#  

�/ %& ,� $%& �
� � "%�) ���*.0 -0-. #& 1 �-1$1�',-. �� � �*/*& #./*& 0 ),('%-'% %(
', 3 �& ,''%3 %�'*	* �

• �%(*.0 & '%� 0'1 �'*	#'� �*/*& #./ ,) 1 )0 �
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 � ���� �������� ��
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 ,) � & #.%( / %�) ���1)*''� ),('%-'% (,
-'%3 �& ,' 
'%3
x
'#/ ,)'%-. #
 .*$%�% )0�
� (1# �

f(x) = fm1

1 (x) · fm2

2 (x) · · · fmn
n (x) > 0,(#

m1, m2,
��� �

mn
� � ,
 ,� * $%� '* � �1'$� ,


fj(x)
�
j = 1,


� ��� �
n�/ 0 �/ %-. *'', */ �1& #'.1 �& ,'�  �'*$ . ,
 �$0 1 -$,'	#'',
 $,
 �$%-
., .%	%$ �

1�<�C
x1 < x2 < x3 < · · · < xK

� "5� ��: � :�5.�"�� E!&��� H "
& �< <�:� # ���� � /$� )�C

fj(x)
����9S ��� �

�� �.& E�"��;�
x 6= xk, k = 1,

� H ��� H
K

H "5����".9 S�� ��� 
f(x)

�
� � M �&5�"$S�� E�"�� �� $ ����

f(x)
�� �#.�5�� "����:���&

f(x)
H "!��

<�"$9:� H � �
f(x)

����9 S ��� �� E!���.����C $
xk

.�%� ��� � H
 �.� 5$�� "5�<

mj
H �.& & �<

fj(x)
����9S ��� $

xk
H ��E�!�� �

�>F>@> � 
 "%�) ���*.0 '#/ ,)',-. � �

f(x) = (x − 1)1(x + 1)−1(x − 2)2(x + 2)−2 ≥ 0.
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f(x)

�.& ��5����2� "�.� �<
x

������� � ����9S ��� 
�� E!���.����C .�%� $ ��: �< ±� ���" � !�5 � +	 H �� & ��$ 5�!�. ���
" ����� H � � $ "��E�"����< ��: �< /$� )�& �� "����:��� � �

�� �
� �

� ��
-

+

−

+ +

x

+

−�? ?
6−� � �

�	 
� �� � -�"�� �� � ����(
(x − 1)1(x + 1)−1(x − 2)2(x + 2)−2

) �

P :F98?:F< ����� E����� $ �� ��$ "�;.&� � �
�#�

x ∈ (−∞;−2) ∪ (−2;−1) ∪ [1; +∞),�#�
x < −2 ∨ −2 < x < −1 ∨ 1 ≤ x,

�#�



x < −2

−2 < x < −1
1 ≤ x

.

%�79+./0
>

5 -'6+1-(./+ 9(:' ./(4/2
≥
P
≤

L2
<
C
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1� !�5 � 3D E�� ��� E!� .�� !��" �&����& 5�5���� ��!�"��5��C �� ���
E���;�9 ��#!�����& �� � !���< !�5$� �< ������ !��" �&� �"  �� �
��� � ��!�"��5��C � "5�S� 5�5���� �

-

-

-

-
−� −� −� � � � �

x

x

x

x

(x + 5)(x + 1) > 0

(x + 3)(x − 4) < 0

(x − 1)(x − 2) > 0






(x + 5)(x + 1) > 0
(x + 3)(x − 4) < 0
(x − 1)(x − 2) > 0

m[
−1 < x < 1

2 < x < 4
.

� �

� �

� �

� � � �

�	 
� �� � I��" �&�$"���& 5�5���� ��!�"��5��C �� ��E���;�9 ;!�/ �:��<
�.95�!�)�C �

� 
� 
 3 ����� 4����� 4���������� ��������

��7>@577R �= 
 � )*(/*.'0& ./ 0	
 #'%& (,
-'%3 �& ,''%3 � '*�0)*

�. � */ 0�& #.0	'0
 )0/*� .*$%�% )0�
� (1 �

ax2 + bx + c,
�	'�

(#
a 6= 0,

� , � � (,
-', -. *
 ,� " ,)'�''�
ax2 + bx + c = 0

))*� *�. �$)*(/ *.'0& � � $! % a 6= 0
�

�.&
a 6= 0

��S�� �

ax2 + bx + c = a

(
x2 +

b

a
x +

c

a

)
=

= a

(
x2 + 2x

b

2a
+

(
b

2a

)2

−
(

b

2a

)2

+
c

a

)
=

= a

((
x +

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a2

)
.
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G!�/ � /$� )��
y(x) = ax2 + bx + c

��!��$9�2 � ;!�/ � � /$� )��
y = x2 �� �9 E�5. ���"�5�9 E�!��"�!��2 �

• E�!�.�.2��� E�!���5���&� �� "� ��!
~v(−b/2a; 0)

�
• !���&;�� "���"� �5� �!����� "

a
!���" H & � �

a > 0
H �#� 5��

���!�S9 "����5�� �5� �#5)�5 � E���.2%�� !���&;�� "���"� �5�
�!����� $ |a| !���" H & � �

a < 0;

• E�!�.�.2��� E�!���5���&� �� "� ��!
~u(0; c − b2/4a)

�
1 �C���%� ���:���& /$� )�� �.&

a > 0
� ��C#�.2%� ���:���& /$� )��

�.&
a < 0

��!�"�9S �

y

(
− b

2a

)
= c − b2

4a
.

��7>@577R �J 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �
D = b2 − 4ac

� (0-$/ 0& ,'*'. $)*(/ *.'%�% ./ 0	
 #'* ���� �
x0

� $%/ ,'� $)*(/*.'%�% ./ 0	
 #'* ���� � � $! % ax2
0 +bx0 +c = 0.

�/ 0
��%& 1

x0
'*�0)*�. � .*$%� $%/ #'#& $)*(/ *.'%�% / ,)'�''�

ax2 + bx + c = 0.

� � �
D < 0,

��  "��!���� ! �"�&��& � �C5��<  �!���" �� ��S H �
5E!�"��$S�25& �� � !�"��5�2 �

sign(ax2 + bx + c) = sign a.
� � �

D > 0,
�� ��S�� �

ax2 + bx + c = a(x − x1)(x − x2),

��  �!���  "��!����;� �!�:.��� �	'� ��9�2 �� �C "�;.&� �

x1 =
−b −

√
b2 − 4ac

2a
, x2 =

−b +
√

b2 − 4ac

2a
.

� � �
D = 0,

�� ��S�� �
x1 = x2 = −b/2a.

��7>@577R �O 
 � ,$)*(/ *.'0& / ,)'�''�& '*�0)*�. � / ,)'�''� .*
$%�% )0 �
� (1 �
ax4 + bx2 + c = 0,

(#
a 6= 0,

� , � � -.*
 ,�
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6"��!���  �!���" #� "��!����;� !�"�&��& �  �!��� "��E�"����;�
 "��!����;� ! �"�&��& �
��7>@577R �� 
 �)#(#'0& $)*(/*.'0& / ,)'�''�& '*�0)*�. � / ,)
'�''� .*$%�% )0�
� (1 �

x2 + px + q = 0,
�	, �

(# � � � � -. *
 ,�
� 
� 
 ������� � ���� � � � ���� ��4�
45865�> �� �P :�> � 
# � $! % x1, x2

� $%/ #', �)#(#'%�% $)*(/ *.'%�%/ ,)'�''� ���� � .% & * & % �
x1 + x2 = −p, x1x2 = q.

� 8?5F577R � T"�!�����& "�E.�"�S � �� �;� E�����& �

x2 + px + q = (x − x1)(x − x2) = x2 − (x1 + x2)x + x1x2.=>B; :F8A =�
 � #
0	0'*
x2 + px + q

�

• (%(*.'*� � $! % ./ 0	
 #' '# & * (,
-'0� $%/ #',) *�% �'*	#''�*/ �1& #'.1 � � ,
 �� #� ',� � ,
 ��0
 $%/ ,'�� 	0 & #'� #� ',� & #' 

�0
 $%/ ,'� ��%�% ./ 0	
 #'*�

• ),( � &'*� � $! % ./ 0	
 #' & * (,
-', $%/ #',� * �'*	#''� */ �1& #' 
.1 � 
 #� 0. � ) ,'. #/ )*
 , & ,� '0& 0 �
=>B; :F8A == 
 �*
 #� ',-. � ),(

p
,
q / %�.*� 1)*''� $%/ #',) ./ 0	
 #
'*

x2 + px + q
),('%-'% '1
� �* 1& %)0 ,-'1)*''� $%/ #',) p2 − 4q > 0.*$* �(0) � / 0- � ��� �

• � $! % q > 0
� .% $%/ #', & *�. � %(0' �'*$� ! % �/ %.0
 #� '0
 (%�'*$*

p
�

• � $! % q < 0
� .% $%/ #', & *�. � �/ %.0
 #� ', �'*$0 � * �'*$0

p
,& #'� %�% �* & %(1
 #& $%/ #'� �� ,�*�. �-� �

• � $! % q = 0
� .% $%/ #'�&0  

0
, −p

�

%�67-.57 : + �</ ;<
?J@ <�J>C D Q67-E5@0B2> 97/'97/2B P 1+,(92> .1(892 ;67E4A92 1 F735@+ 73F')62 + /62F(-(9'/6+8 C
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6
y

x

p < 0 < q

-

6
y

x

p > 0 > q

-

6
y

x

p > 0 < q

-

6
y

x

p < 0 > q

-

�	 
� ��� I����%$"���& ;!�/ � � /$� )��
y = x2 + px + q

��.���� "��
��� �"

p
��

q
�

=>B; :F8A =J 
 � %/ #', ./ 0	
 #'* x2+px+q
%('%	*-'% � ,
 �� , 	0 & #' 


� ,� ',� -.*
 *
x0

� .%(, 
 
0� # . %(,� $%
0 $%/ #', & '%�%	
 #'*
(x + x0)

2 + p(x0 + x) + q = x2 + (p + 2x0)x + x2
0 + px0 + q%('%	*-'% �,
 �� , �& #'� ,� � ',� '1
 �� .%�.% ),(�%),('% $%
0 -�/*)
(� 1 . �-� -0-. #& * '#/ ,)'%-. #


{
0 < x2

0 + px0 + q
0 > p + 2x0

:� {
0 < x2

0 + px0 + q
0 < p + 2x0

.

�>??>�577R J� 
 � #/� * '#/ ,)',-. � ) %./ 0& *'0� -0-. #& *� � 1& %
)* .%�%� ! % x0
'# '*
 #� 0. � (% ),(/ ,�$*� %�& #� #'%�% $%/ #'�& 0 ./ 0 


	
 #'*
x2 + px + q

�
� / 1�* '#/ ,)',-. � � 1& %)* .%�%� ! % x0

),(�%),('% & #'� # 	0 � ,
 �

� #� ',� −p/2

� ! % �'*� %(0. �-� & ,� $%/ #'�&0 ./ 0	
 #'* �
=>B; :F8A =O 
 + ,� ()%& * (,
-'0& 0 $%/ #'�&0 $)*(/ *.'%�% ./ 0	
 #
'*

ax2+bx+c / %�.*� %)*'% %(0' � ()%� (,
-'0� $%/ #',) $)*(/ *.'%�%./ 0	
 #'* fx2 +gx+h
.%(, 
 
0� # .%(,� $%
0 -�/*)(� 1 . �-� .*$*-0-. #& * '#/ ,)'%-. #
 �

{
a 6= 0 ∧ f 6= 0 ∧ b2 − 4ac > 0 ∧ g2 − 4fh > 0
a2h2 + c2f2 + acg2 + b2fh− abgh − bcfg − 2acfh < 0

.
�	+�

� 8?5F577R 
 8E!�"�����& E�!%�< �"�< ��!�"��5��C 5�5���� " ��$S
�� �� H � � �!�:.���  "��!���� H �"�< ��5�$E��< � � � �!�:.��� ��9�2
E� �"� !����< � �C5��<  �!��� �
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-����:���  �!�� �  "��!����;� �!�:.���
ax2 + bx + c

:�!��
x1

�
x2

� M� $��"� 5E!�"�����& E�!%�< ,��< ��!�"��5��C 5�5���� �	+� ���
x1

�
x2

!����%�"��� ���� � �"�< !����< � �C5��<  �!�� �"  "��!����;�
�!�:.���

fx2 + gx + h
��� � C .�%� ��� � H  �.�

(fx2
1 + gx1 + h)

�
(fx2

2 + gx2 + h)
��9�2 E!���.���� ��� � H ��#��  �.� �

a2(fx2
1 + gx1 + h)(fx2

2 + gx2 + h) < 0.

*5����9 ��!�"��5�2 5�5���� �	+� ��!���S�� H 5 �!�5��"%�52 !�"��5�
�&��

x1 + x2 = −b/a, x1x2 = c/a
���" � ���!��$ 4�S��� �

M !�� .��$  "��!����;� �!�:.��� �� .�� �C� � ������ � ��� $��"�
�5�$"���&  �!���" � "�E.�"�S E����� ���:� �"�!�����& �
�>??>�577R J�
 � %�'*	0& % 	#/ #� x1

�
x2
$%/ #', $)*(/*.'%�% ./ 0 


	
 #'*
ax2 + bx + c

� 	#/ #� y1
�

y2
� $%/ #', $)*(/ *.'%�% ./ 0	
 #'*

fx2 + gx + h
� �%(, 
 ,)* 	*-.0'* %-.*''�%3 '#/ ,)'%-. , -0-. #& 0 ����(%/ ,)'�  (%�1.$1 �

a2f2(x1−y1)(x1−y2)(x2−y1)(x2−y2) = f2(ay2
1 +by1+c)(ay2

2 +by2+c).

�>F>@> � 
 �0�'*	0.0 � (
� � $0� (,
-'0� � & ,� (,
-'0& 0 $%/ #'�&0$)*(/ *.'%�% ./ 0	
 #'* (d−1)x2 +dx+d+1 / %�.*� %)*'% 
0� # %(0'� ()%� (,
-'0� $%/ #',) $)*(/ *.'%�% ./ 0	
 #'* (d2 +1)x2 +dx+d2−1
�
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 M��C���� ��5 !��������  "��!����< �!�:.���" �

d2 − 4(d − 1)(d + 1) = 4 − 3d2,

d2 − 4(d2 + 1)(d2 − 1) = 4 + d2 − 4d4.

� �"� :�5���� �5����2�� ��!�"��5�� ���.�;� 5�5���� �	+� ��!�"�9S
d6 − 2d5 + 5d4 + d3 � M;���� � ��"������ ��5. �� �� ���!��� 4�S�� H
%$ ��� ������� !��" �&� �" ��� �S�25& �� �� ���.�;�� 5�5���� �	+� �

{
d 6= 1 ∧ d2 + 1 6= 0 ∧ 4 − 3d2 > 0 ∧ 4 + d2 − 4d4 > 0
d3(d + 1)(d2 − 3d + 8) < 0

m

d 6= 1 ∧ d2 < 4/3 ∧ 1 −
√

65

8
< d2 <

1 +
√

65

8
∧ −1 < d < 0.

P :F98?:F< 

d ∈ (−1; 0)

�
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 � �� ������� ��7 � � �6�84����4���

45865�> �� 
 � 
� (%),
 �'0� �%-
 ,(%)'%-. #
 (,
-'0� 	0-#
 {aj}n
j=1, {bj}n

j=1

-�/ *)(� 1 . �-� .*$* '#/ ,)',-. � �



n∑

j=1

ajbj




2

≤




n∑

j=1

a2
j



 ·




n∑

j=1

b2
j



.

� 8?5F577R 
 I��;.&���� ���;�:.�� �������
x
�

n∑

j=1

(ajx + bj)
2 =

n∑

j=1

(a2
jx

2 + 2ajbjx + b2
j) =

=




n∑

j=1

a2
j



x2 + 2x

n∑

j=1

ajbj +

n∑

j=1

b2
j ≥ 0.

� � �
n∑

j=1

a2
j 6= 0,

�� ��S�� �

4




n∑

j=1

ajbj




2

− 4




n∑

j=1

a2
j








n∑

j=1

b2
j



 ≤ 0

m



n∑

j=1

ajbj




2

≤




n∑

j=1

a2
j








n∑

j=1

b2
j



 .

1�!�"� �5�2 E�!��"�!9 S�25& �� !�"��5�2 .�%� ��� � H  �.� �5�$S �� �
x
H E!� & ��$ �

ajx + bj = 0, j = 1, n,

n∑

j=1

a2
j 6= 0,

�#� �
aj = 0, j = 1, n,

��#��  �.� :.��� E�5. ���"��5��C {an}
� {bn}E!�E�!)�C� � �
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 ���� ������ ������ ���� �8�6����8

-�!%��  !� �� $ !��" �&�$"���� 5�5���� S �E�5 �#.�5�� "����:���
�& �*4 � � ������� "5�< ���:��2 �!;$����$H �.& & �< "����:��� . �"�
�� E!�"� :�5���� 5E �""����% ��2 5�5���� � 8E�""����%���& H & � "�����
:�9�2 *4 H E��!�#�� ��E�5��� �� 5�5���� C ��!����� � "�"�.����$
5�5���$� 1�E!� .�� �

√
f(x) = g(x) ⇔

{
g(x) ≥ 0
f(x) = g2(x)

.

� � � �#.�5�2 "����:���& � ������� "5�< � �C5��< :�5�. H �� )�
�� �#�" �&� �"� ��E�5$"��� �

1�5�$E��C  !� � � "�"�.����� E�!��"�!���& � ����9 E�����&
������� !��" �&� �" $ "�;.&� � �# �S�����& �����.�������< ������
� E!����  �" ��.& 5�5��� � ����S9 � �C5��9 ������9 � :� �<� �< �� �!�
��"�< ��#$� �" ��.& 5�5��� � #�;��2�� � �C5���� �������� � � �.2�
��!����"�9 �� � "�"�.�����< E�!��"�!��2 S E�#$��"� E�5. ���"��5��
��5. �� �" H $ & �C ������� !��" �&� �"  ����� ��5�$E��� 5�5���� ��5�
���2 ������$ !��" �&� �" E�E�!���2�� � T� �C E��< �� E��!�#$S E�!��
"�! � �.&  ����;� !��" �&� $ %-.*''�%3 5�5���� H :� S "�� !��" �&� ��
�%	*.$%)%3 5�5���� �

I��;.&���� � "�"�.����� E�!��"�!���& 5�5���� �"�< !�"�&�2 H & �
����� $��;�.2���� �� #�.2%$  �.2 �5�2 !�"�&�2 5�5���� �

I �"�&��& �� �� 5�5���� ����� E�!�5��".&�� ��5)&�� �
{

f(x) = 0
g(x) = 0

⇔
{

g(x) = 0
f(x) = 0

.

*��� � !�"�&�2 �� �� 5�5���� ����� ������� �� :�5.� H "�������
"�� �$.& �

{
f(x) = 0
g(x) = 0

⇔
{

af(x) = 0
g(x) = 0

,
��

a 6= 0.

�� ����;� � !�"�&�2 �� �� 5�5���� ����� ����"��� ��% � �
{

f(x) = 0
g(x) = 0

⇔
{

f(x) = 0
g(x) + f(x) = 0

.
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T� � 5�5���� 5$ $E��5��C � "�"�.����� 5$ $E��5�� 5�5��� �

{
f(x) = 0

g(x)h(x) = 0
⇔






f(x) = 0[
g(x) = 0
h(x) = 0

⇔




{
f(x) = 0
g(x) = 0{
f(x) = 0
h(x) = 0

.

�� �.� #$"�S ��)�.2�� �!�#��� �����$ ������< �.& 5��5.�;� ��E��
5$ !�"�&�2 5�5���� H ��"�C "�;.&� & �< E!&�� " ��� �� %.&< E���.2�
%�;� !��" �&�$"���& � ���.�;�:�� �� ������

y = x2 �.& #� "��!����;�
!�"�&��& � N����� H � �# �5��!�� ����� � ��!��$"�.�5& :�!�� ���"�� ��
��E���;�9 �.������!��< /$� )�C � 8��� �� �� :���� !��" �&�$9�2
5�5���� E� ���� �"�< H .�;�!�/��:��< � �!�;������!�:��< 5E�""�� �
��% ��2 � %.&<�� �"�����& �� 5�5��� 5E�""����% ��2 ��� �!�/�����
:���� "�!����� ��"������ ������� H ���!���:��� !��;.&��� & �< ��
�#������5& � 1� #$���� !��" �&�$"���  ���$ 5�5���$ :� !�"�&��& ��
 ��)& H � .�%� " ����� %.&< �"�����& �� "�� !��;.&�$��< !�"�&�2
�� 5�5��� �

6���� !��" �&�� 5�5����
{

x + y = p
xy = q

� �	3�

E�!� !��" �&� �" �� �;� !�"�&��& �

(t − x)(t − y) = t2 − pt + q = 0.

6���� !��" �&�� 5�5����





x + y + z = a
xy + yz + zt = b

xyz = c

� �	0�

�!�C � !��" �&� �" �� �;� !�"�&��& �#
(t − x)(t − y)(t − z) = t3 − at2 + bt − c = 0.%D B56.+ 12=(8 73F')62 121L7M /0 9'/(,2 6(@1 �4@517--4 6+1-4-0 >AF( /7 ?AF(./';'-+1 5 67,2B737* P B(32 B(6+-0 9-(F(L3'-7 9(:-7 (/6297/2 @ B('Q +E +<-/+19-(F(L3'-7 @7 ,(;(9(F(M .B+-L'--(8 B+30B(./+ 762Q9'/2L-2* , +> + ,()517--4 B(A6'-4 -7/56730-(F( ./';'-4 C K5/ E+ 9'/(,2 -' 6(@F34,7/29'9( P 7 ,34 6(@1 �4@517-A-4 6+1-4-0 @ E+3292 B('Q +E +<-/792 12B(62./(1517/29'9( (;2.7-5 1:' 9'/(,2B5;(?5B5 67E+(-730-2* B(6'-+1 C



���

��7>@577R �� 
 �0-. #& 1 -� ,)),('%� #'� '*�0)*�. � -0& #./ 0	'%� �
� $! % 1 $%� '%& 1 � , -� ,)),('%� #'� �'*	#''� �/*)%3 . * 
 ,)%3 	*-.0''# �& ,'��. �-� � $%
0 �%& ,'�.0 & ,� -%�%� �'*	#''� (%),
 �'0� ()%�'#),(%& 0� �

8����!�:�� 5�5���� !�"�&�2 �"�< � �!2�< ������< !��" �&�$9�2
�"�����&� �� !��;.&�$��< "�� 5����!�:��< 5�5��� �	3� � �	0� �
��7>@577R �� 
 �('%/ ,('%� -0-. #& %� ()%� / ,)'�'� 

�% -. #�#'� �()%& * '#),(%& 0& 0 � .* 
 '*�0)*�. � -0-. #& 1 .*$%�% )0�
� (1 �

{
a1x

2 + b1xy + c1y
2 = d1

a2x
2 + b2xy + c2y

2 = d2
,

(# |a1| + |b1| + |c1| 6= 0 6= |a2| + |b2| + |c2|.
� � �

d1 = 0,
�� E�!� �D �D� ��.����2 �� ������� !��" �&� �" E�!�

%�;� !�"�&��& � � �"$ :�5���$ )2�;� !�"�&��& ����� E����� $ "�;.&� �
��#$� $ �"�< .���C��< "����5��

x
�
y
"�!���" H !�� .�"%� �� �������

 �  "��!���� �!�:.��� �"����5��
x/y

�#�
y/x

� �

a1

(
x

y

)2

+ b1
x

y
+ c1,

& � �
a1 6= 0;

c1

(y

x

)2

+ b1
y

x
+ a1,

& � �
c1 6= 0;

b1xy,
& � �

a1 = c1 = 0.

4�!���"%� ���$ ��"����$ :�!�� ��%$ C E�� 5��"�"%� � � ���:���& "
�!$;� !�"�&��& H ��!���S��  "��!���� !�"�&��& "����5�� ����S� �����
��� � 4�E��� 

d1 6= 0
�"����25& �� !��;.&�$��;� H & � �

d2 = 0
H �#�

����"���&� �� �#�< :�5��� E�!%�;� !�"�&��& "��E�"����< :�5���
�!$;�;� !�"�&��& H E��������< �� −d1/d2

H & � �
d2 6= 0.

{
x2 + y2 = a

xy = b
⇔






x2 + y2 = a
x2y2 = b2

sign(xy) = sign(b)
⇔ · · ·

{
x2 + y2 = a

x + y = b
⇔
{

2xy = b2 − a
x + y = b

⇔ · · ·



���

{
x2 − y2 = a

x + y = b
⇔

{
(x + y)(x − y) = a

x + y = b
⇔

⇔
{

b(x − y) = a
x + y = b

⇔ · · ·






x + y = a
y + z = b
z + x = c

⇒ x + y + z =
a + b + c

2
,

"�� :�;� "��� ���S�� .�"� �� E!�"� :�5���� !�"�&�2 5�5���� �





xy = a
yz = b
zx = c

⇒ x2y2z2 = abc
�

� E� :�!�� � �.��� �� .�"� �� E!�"� :�5���� !�"�&�2 5�5���� H E����5���
��  "��!��� H & � � "��� "������� "�� D �

� � �
a + b = c + d

H �� " !�"�&���
(x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = l��5����2� �!�#��� �����$

t = x2 + (a + b)x,
� �# ��!����� �

(t + ab)(t + cd) = l.

� � �
ab = cd

H
abcd 6= 0

H �� " ! �"�&���

(x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = lx2

��5����2� E�� �.��� �#��"� :�5���� ��
x2 � �!�#��� �� $ �����$ �

t = x + ab/x,
� �# ��!����� �

(t + a + b)(t + c + d) = l.� � �
a 6= 0,

�� !�"�&��&
ax4 + bx3 + cx2 + bx+a = 0

� "�"�.�����
�� ��$ !�"�&��9 �

a

(
x +

1

x

)2

+ b

(
x +

1

x

)
+ c − 2a = 0.

ax3 + bx2 + bx + a = 0 ⇔ (x + 1)(a(x2 − x + 1) + bx) = 0.



� ��

� � �
abd 6= 0,

�� !�"�&��&
ax4 + bx3 + cx2 + dx + ad2/b2 = 0� "�"�.����� �� ��$ !�"�&��9 �

a

(
x +

d

bx

)2

+ b

(
x +

d

bx

)
+ c − 2ad

b
= 0.

-!� !��" �&�$"���� !�"�&��&

a
f(x)

g(x)
+ b

g(x)

f(x)
= c

5E�:�� $ E��!�#�� �� �C5���� �����$
t = f(x)/g(x)

H � �# ��!�����
 "��!���� !�"�&��& "����5��

t
�

� �# ���C�� "������� "�� �$.&  �!�� � !�"�&��&

ax

px2 + nx + q
+

bx

px2 + mx + q
= c,

E��!�#�� :�5�.2�� � � �������� � �!�#�" E�� �.��� ��
x

� �� �C5����
�����$

t = px + q/x
�

I �"�&��&
(x+a)4+(x+b)4 = c

�
(x+a)5−(x+b)5 = c

� "�"�.�����
#� "��!����� !�"�&��&� "����5��

t = x + (a + b)/2.� � �
f

a
=

d2

b2
,

�� H E�� �.�"%� ��
x2 �#��"� :�5���� !�"�&��&

ax4 + bx3 + cx2 + dx + f = 0,

��!���S�� �

a

(
x2 +

f

ax2

)

︸ ︷︷ ︸
t2 − 2d/b

+b

(
x +

d

bx

)

︸ ︷︷ ︸
t

+c = 0.

� � �
a2

h2
=

b3

g3
=

c6

f6
,

�� H E�� �.�"%� ��
x3 �#��"� :�5���� !�"�&��&

ax6 + bx5 + cx4 + dx3 + fx2 + gx + h = 0,



���

��!���S�� �

h

(
a

h
x3 +

1

x3

)
+ g

(
b

g
x2 +

1

x2

)
+ f

(
c

f
x +

1

x

)
+ d = 0,

��#�� �������� �

h

(
c3

f3
x3 +

1

x3

)

︸ ︷︷ ︸
t3 − 3ct/f

+g

(
c2

f2
x2 +

1

x2

)

︸ ︷︷ ︸
t2 − 2c/f

+f

(
c

f
x +

1

x

)

︸ ︷︷ ︸
t

+d = 0.

af2(x) + bf(x)g(x) + cg2(x) = 0 ⇔




{
af2(x) = 0

g(x) = 0




g(x) 6= 0
f(x)/g(x) = t

at2 + bt + c = 0

.

�� �.� "� �!�5��"$9�2 �� � E�!��"�!���& �

x4 + 2ax3 + (a2 + b)x2 + abx + c = (x2 + ax)2 + b(x2 + ax) + c,

x4 + 2ax3 + (a − 1)x2 − 2bx − b2 = (x2 + ax)2 − (x + b)2.

1

(x + a)2
+

1

(x + a + 1)2
= b

m
(

1

x + a
− 1

x + a + 1

)2

︸ ︷︷ ︸
t2

= b − 2
1

(x + a)(x + a + 1)︸ ︷︷ ︸
t

.

x2 +
a2x2

(a + x)2
= b ⇔

(
x − ax

a + x

)2

︸ ︷︷ ︸
t2

= b − 2a
x2

a + x︸ ︷︷ ︸
t

.

I�"�&��& ����� 5E�:�� $ �!��" �&�$"��� "����5�� E�!����!�"� �

x3 + 2ax2 + a2x + a − 1 = a2x + a(2x2 + 1) + x3 − 1 = 0



� ��

m
[

ax = −x2 − x − 1
a = −x + 1

,

� E���� %$ ��� !��" �&� � � "��!����< � !�"�&�2 "����5�� �������
x��!������ 5$ $E��5�� �

M!�#�"%� $ !�"�&��� √
x2 + a ±

√
x2 + b = c

�����$ �
{

u =
√

x2 + a ≥ 0
v =

√
x2 + b ≥ 0

,

��!���S�� �
{

u ± v = c
u2 − v2 = a − b

.

M!�#�"%� �����$
u = n

√
x + a

H
v = n

√
x + b

$ !�"�&���
n
√

x + a ± n
√

x + b = c,

��!���S�� �� $ 5�5���$ �
{

u ± v = c
un − vn = a − b

.

N$�2�& � !�"�&��& ����� E�S����� $ 5�5���$ � �������5�9 � 1��
E!� .�� H & � �

d 6= 0,
�� ��S�� �

√
ax2 + mx + c +

√
ax2 + nx + c = d

m
{ √

ax2 + mx + c +
√

ax2 + nx + c = d
ax2 + mx + c − (ax2 + nx + c) = (m − n)x

m
{ √

ax2 + mx + c +
√

ax2 + nx + c = d

d
(√

ax2 + mx + c −
√

ax2 + nx + c
)

= (m − n)x

m
{ √

ax2 + mx + c = 1
2

(
d + m−n

d x
)

√
ax2 + nx + c = 1

2

(
d − m−n

d x
) .

� � �
f(x) = f(a)

H � �
f

� 5�!�;� ��������� H ��
x = a.



���

� 
� 
 ��4��������8 ���� �4 ��
�>F>@> �� 
 "%�) ���*.0 ),('%-'% � / ,)'�''� |x − a| + |x − b| = c.


8�? 	R�>77R 
 1�<�C
a′ = min(a, b), b′ = max(a, b)

� ��C���% � ��
��C#�.2% � "��E�"���� � :�5�.

a
��

b
� � �"� :�5���� !�"�&��& � 5$��

"�� 5����C "��
x
��

a
��

b
�
a′ � b′

� � ��!�"�9 S �

• b′ − a′ + 2(a′ − x) = a′ + b′ − 2x = a + b − 2x
H & � �

x < a′;

• b′ − a′,
& � �

a′ ≤ x ≤ b′
�

• b′ − a′ + 2(x − b′) = 2x − a′ − b′ = 2x − a − b
H & � �

b′ < x
�

T� �� :���� H ;!�/ � /$� )��
y = |x − a| + |x − b| 5 .���S�25& �

;�!������.2��;� "��!�� � � �"�< E!�����" H  $��"�  ��/ �)�S��� & �<
��!�"�99�2 ±2

���" � !�5 � 3�� �

-

6
y

xmin(a, b) max(a, b)

|b−a|

D
�	 
� �� � G!�/ � /$� )��

y = |x − a| + |x − b| �

P :F98?:F< �

• & � �
c < |b − a| H �� � �C5��< !��" �&� �" ���� �

• & � �
c = |b − a| H �� min(a, b) ≤ x ≤ max(a, b)

�

• & � �
c > |b − a| H �� x = (a + b + c)/2

�#�
x = (a + b − c)/2.

�>F>@> ��
 "%�) ���*.0 ),('%-'% � / ,)'�''� |||x − 1| − 1| − 1| = a.



� ��


8�? 	R�>77R 
 -�#$�$S�� ;!�/ � /$� )��
y = |||x−1|−1|−1| %.&<��

E�5. ���"��;� E�!��"�!���& ;!�/ � �" /$� )�C � G!�/ � � "5�< /$� )�C H
��#!����� �� !�5 � 3' H 5 .���9�25& � "��!�� �" � E!�����" H  $��"�  ��
�/ �)�S��� & �< ��!�"�99�2 ±1

�

-

6
y

x
-

6
y

x�
-

6
y

x�
-

6
y

x�

-

6
y

x
-

6
y

x�
�

−� � �

�

� � �

� �
−�

�
�

�

−�

y=x−1 y=|x−1| y=|x−1|−1 y=||x−1|−1|

y=||x−1|−1|−1 y=|||x−1|−1|−1|

�	 
� �� � G!�/ � � /$� )�C
y = x − 1, y = |x − 1|, y = |x − 1| − 1,

y = ||x − 1| − 1|, y = ||x − 1| − 1| − 1, y = |||x − 1| − 1| − 1|.

P :F98?:F< �

• & � �
a < 0,

�� � �C5��<  �!���" ���� �

• & � �
a = 0,

��
x = −1 ∨ x = 1 ∨ x = 3;

• & � �
0 < a < 1

H ��
x = −1 ± a ∨ x = 1 ± a ∨ x = 3 ± a;

• & � �
a = 1,

��
x = −2 ∨ x = 0 ∨ x = 2 ∨ x = 4;

• & � �
a > 1,

��
x = −1 − a ∨ x = 3 + a.

�>F>@> �= 
 �'*
.0 $,
 �$,-. � / %�) ���$,) . *$%3 -0-. #& 0 / ,)'�'� �
{
|y| = |x|
y2 + x2 = 2ax + b

.



���


8�? 	R�>77R # 
 -�!% � !�"�&��& 5�5���� � "�"�.����� �� �C 5$ $E�
��5�� �

y = x ∨ y = −x,
� � ����S ��  ��!�������C E.����� �# �S�����& �"�< E!&��< �

� !$;� !�"�&��& 5�5���� � "�"�.����� �� ��$ !�"�&��9 �

(x − a)2 + y2 = a2 + b,

� � ��  ��!�������C E.����� ��� �S  �.� � !�� �$5�� √
a2 + b

� )���!��
"

A(a; 0)
H ��: $

A(a; 0)
�#� E�!���9 ������$ ��.���� "�� ����

(a2+b)���" � !�5 � 3, � � -!� )2��$ )���!  �.� !�"��"����.���C "�� �#�< E!& �
��< �� "�� 5���2 |a|/√2

� � .& ��;� H � �# ��!����� �5����:�$ "��E�"��2 H
��5����2� ��$"����� H � �  ���� � E!&��< �� E�!�����S  �.� H �����
 �S�25& �� �2�;� �#� E�!�����S $ �"�< ��: �< ��.���� "��

���� (√
a2 + b − |a|√

2

)
=

���� (
a2 + b − a2

2

)
=

����
(a2 + 2b).

-

6
y

x
-

6
y

x
-

6
y

x

-

6
y

x
-

6
y

x

a2 + 2b < 0 a = b = 0 a2 + 2b = 0 6= a

a2 + 2b > 0 = b a2 + 2b > 0 6= b

�	 
� �� � G!�/ � � |y| = |x| � y2 + x2 = 2ax + b
�

%�1+,(9( @(.'6',29(.4 -7 F67Q +L-+> +-/'6;6'/7E+8 P @79+./0 /(F( P =() @-7*(,2A/2 B+30B+./0 6(@1 �4@B+1 6+1-4--4
2x2 −2ax− b = 0

+ 167*(1517/2 59(15
|y| = |x|.



� ��

P :F98?:F< �

• & � �
a2 + 2b < 0

H �� � �C5��< !��" �&� �" ���� �
• & � �

a = b = 0
H �� � �C5��C !��" �&�� 

x = y = 0
S����C �

• & � �
a2 + 2b = 0 6= a,

�� � �C5��< !��" �&� �" �"� �
• & � �

a2 + 2b > 0 = b,
�� � �C5��< !��" �&� �" �!� �

• & � �
a2 + 2b > 0 6= b,

�� � �C5��< !��" �&� �" :���!� �
�>F>@> �J 
 "%�) ���*.0 / ,)'�''� | sin x| + cosx = a

�


8�? 	R�>77R 
 -�#$�$S�� ;!�/ � /$� )��
f(x) = | sin x| + cosx

H � �
E�!�� C ��S E�!���

2π
� 1 � E!����  $

[0; π]
H � �

sin x ≥ 0,

f(x) = sin x + cosx =
√

2 cos
(
x − π

4

)
,

��#�� �� )2��$ E!����  $ ;!�/ � /$� )��
f(x)

� !��$.2��� E�!�.�.2�
��;� E�!���5���& �� "� ��!

~v(π/4; 0)
� E�� �.2%�� !���&;�� $ √

2!���" "���"� �5� �!����� ;!�/ � � /$� )��
y = cosx

���" � !�5 � 3+� �

6

-

√
2

�

−�

D
π

y

x

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
f(x) = | sinx| + cosx = a

�



���

P :F98?:F< # �

• & � �
a < −1

�#�
a >

√
2
H �� !�"�&��& � �C5��< !��" �&� �" ��

��S �
• & � �

a = −1
H �� ��S�� �

x = π + 2kπ
H
k ∈ Z;

• & � � −1 < a < 1
H ��� ��S�� �

x = ±
(

π

4
+ arccos

a√
2

)
+ 2kπ, k ∈ Z;

• & � �
a = 1,

�� ��S�� �

x = ±π

2
+ 2kπ,

�#�
x = 2kπ, k ∈ Z;

• & � �
1 < a <

√
2,

�� ��S�� �

x = ±
(

π

4
± arccos

a√
2

)
+ 2kπ, k ∈ Z,

�� ��� � ± "�#�!�9�2 ����.���� �
• & � �

a =
√

2,
�� ��S�� �

x = ±π

4
+ 2kπ, k ∈ Z.

� 
� 
 �����������8 �� ��� ����7 ���
�>F>@> �O 
 "%�) ���*.0 / ,)'�''� sin x sin 3x = a.


8�? 	R�>77R 
 � ��� !�"�&��& � "�"�.����� �� �� !�"�&��&� �

cos(3x − x) − cos(3x + x)

2
= a ⇔ cos 2x − cos 4x = 2a ⇔

⇔ cos 2x − (2 cos2 2x − 1) = 2a ⇔ 2 cos2 2x − cos 2x + 2a − 1 = 0.
%�'@ ;(,1+>-(F( ;'6'3+B5 6(@1 �4@B+1 C
F� (:321+./0 12)(65 6+@-2* @-7B+1

±
D -7.3 +,(B ;76-(./+

f(x)
P -741-+./0 ,(A,7-B7

2kπ
D -7.3 +,(B ;'6+(,2L-(./+ Q5-BE+8

f(x)
C



� ��

T� �� :���� H
x
��.����2 �� ������� !��" �&� �" ! �"�&��& ��� � C

.�% � ��� � H  �.� "��E�"����  "��!���� !�"�&��&
2y2−y+2a−1 = 0

��S
� �C5��C !��" �&�� 

y ∈ [−1; 1]
H � � ��!�"�9 S

cosx
� ���"�9 �5�$"���&

� �C5��<  �!���" S 5E!�"�����& �� �� ��! �"��5�� �

1 − 4 · 2 · (2a − 1) = 9 − 16a ≥ 0,

� �<� � ���:���& ��!�"�99�2
(1 ±

√
9 − 16a)/4.

M�$"����� H � � ����
%�C  �!��2 �� E�!�"��$S ��, � � �5����2� E�!�"�!��� H � � )�C  �!��2
�� ���%�C H ��� −1

� N �.2%�C  �!��2 �� ���%�C H ��� ��, � � �5����2�
E�!� �����5& H � � "�� �� E�!�"�� $S �� T� �� :���� H E�:�� �"� !�"�
�&��& � "�"�.����� 5�5���� !�"�&�2 �





1 − 4 · 2 · (2a − 1) ≥ 0{
−4 ≤ 1 −

√
9 − 16a

cos 2x = (1 −
√

9 − 16a)/4
∨
{

1 +
√

9 − 16a ≤ 4
cos 2x = (1 +

√
9 − 16a)/4

⇔

⇔






9 − 16a ≥ 0{√
9 − 16a ≤ 5

cos 2x = (1 −
√

9 − 16a)/4
∨
{√

9 − 16a ≤ 3
cos 2x = (1 +

√
9 − 16a)/4

⇔

⇔






9 ≥ 16a{
9 − 16a ≤ 25
cos 2x = (1 −

√
9 − 16a)/4

∨
{

9 − 16a ≤ 9
cos 2x = (1 +

√
9 − 16a)/4

⇔

⇔






9/16 ≥ a{−16 ≤ 16a
cos 2x = (1 −

√
9 − 16a)/4

∨
{−16a ≤ 0

cos 2x = (1 +
√

9 − 16a)/4
⇔

⇔




{−1 ≤ a ≤ 9/16

2x = ±����� � 1−
√

9−16a
4 + 2kπ ∧ k ∈ Z{

0 ≤ a ≤ 9/16

2x = ±����� � 1+
√

9−16a
4 + 2kπ ∧ k ∈ Z

.

�.& ��E�5$ ),(�%),(, �#� �%(),
'%�% �#/ #
 ,$1 $%/ #',) E��!�#��
"!�<$"��� H � � �

• & � �
a = −1

H ��
cos 2x = (1 −

√
9 − 16a)/4 = −1

H
2x = π + 2kπ

H
� �

k ∈ Z
�

• & � �
a = 0

H ��
cos 2x = (1 +

√
9 − 16a)/4 = 1

H
2x = 2kπ

H � �
k ∈ Z

�
• & � �

a = 9/16
H �� √

9 − 16a = 0
H
cos 2x = 1/4

�



���

P :F98?:F< �

• & � �
a ∈ (−∞;−1)∪(9/16; +∞)

H �� !�"�&��& � �C5��< !��" �&� �"
�� ��S �

• & � �
a = −1

H ��
x = (1

2 + k)π
H � �

k ∈ Z
�

• & � �
a ∈ (−1; 0)

H �� ��S�� �

x = ±1

2
��
��� � 1 −

√
9 − 16a

4
+ kπ,

��
k ∈ Z;

• & � �
a = 0

H ��
x = kπ

�#�
x = ±π

3 + kπ
H � �

k ∈ Z;

• & � �
a ∈ (0; 9/16)

H �� ��S�� �

x = ±1

2
��
��� � 1 ±

√
9 − 16a

4
+ kπ,

��
k ∈ Z,

� ��� � ± "�#�!�9�2 ����.���� �

• & � �
a = 9/16

H �� ��S�� �

x = ±1

2
��
���� 1

4
+ kπ,

��
k ∈ Z.

-����� $ !��" �&����� ����:�  ������!� ���#�" �&� �"� � $< �����
"�.$:��� H ������"%� ��� �� � "�"�.�����;� E�!�<��$ ⇔ �

� 
� 
 ��4����4�� � � �������� ���� ��� �������
45865�> �� 
 � * �� #

ab1 > ab2 ⇔ (a − 1)(b1 − b2) > 0.

� 8?5F577R 
 � ��� �"�!�����& � ��5. ��� ���������5�� E� ���� ��
"�� /$� )�� �
�>??>�577R J= 
 2 .)#/ (� #'', . #%/ #& 0 �� �'*$

>
& %� '* �*& ,
'0.0 '*

<
� ≥ 	0 ≤ �

%K5/ + -7,73 + 1267@
ab

6(@59+/29'9( 4B @-7L'--4 Q5-BE+8 @ �������� (.-(1(M
a
C 	: D ()37./0 12@-7L'--4 D @7,7</0.4 -'6+1-+./M

a > 0
C



�� �

�>F>@> �� 
 "%�) ���*.0 / ,)'�''� (x − 2)x2−6x+8 ≥ 1.


8�? 	R�>77R 

1 = (x − 2)0,

(x − 2 − 1)(x2 − 6x + 8 − 0) = (x − 3)(x − 2)(x − 4).

1� *4 {x > 2} ��!�"��5�2 � "�"�.����� �� �C ��!�"��5�� �

(x − 4)(x − 3)(x − 2) ≥ 0.

P :F98?:F< 

2 < x ≤ 3

�#�
4 ≤ x

�
�>F>@> �� 
 "%�) ���*.0 / ,)'�''� (x2 − 6x + 8)x−3 < 1

�

8�? 	R�>77R 


1 = (x2 − 6x + 8)0
H ���$ �� *4 ��S�� �

{x2 − 6x + 8 > 0} = {(x − 2)(x − 4) > 0} = {x < 2 ∨ x > 4}.
���� ��!�"��5�2 � "�"�.����� �� �� ��!�"��5�&� �

(x2 − 6x + 8 − 1)(x − 3 − 0) < 0

m
(x − (3 −

√
2))(x − 3)(x − (3 +

√
2)) < 0

m
[

x < 3 −
√

2

3 < x < 3 +
√

2
.

4!�<�"$9:� �� H � �
1 <

√
2 = 1, 414...

H ��!���S�� "��E�"��2 �
P :F98?:F< 


x < 3 −
√

2
�#�

4 < x < 3 +
√

2.
�>??>�577R JJ 
 � $! % ) %-. *''�%& 1 �/ 0$
 *(, 
 ,)1 	*-.0'1 �%

	*.$%)%3 '#/ ,)'%-. , / %�1& ,.0 '# � $ �'*	#''� �%$*�'0$%)%3 �1'$� ,3
� (%(*.'%� %-'%)%� � * � $ (,
-'0
 -. #� ,'� (,
-'%�% 	0-
 *� .% / ,)'� 
''� & * ! %'*
& #'� # ! # %(0' / %�) ���%$ x = 4

� � %)'# (%-
 ,(� #''�.*$%3 �*(*	 , �%./ #�1 / %� �
� (1 )-,� & %� 
0)0� /*� ,%'*
 �'0� �%$*

�'0$,)

(x − 2)
(
� ),( � &'0� %-'%)

(x − 2)(x − 4)
�

45865�> �� 
 � * �� #
loga b1 > loga b2 ⇔ (a − 1)(b1 − b2) > 0.%K5/ + -7,73 + 1267@

loga b
6(@59+/29'9( 4B @-7L'--4 3(F762Q9+L-(8 Q5-BE+8@ ,(,7/-292 (.-(1(M

a 6= 1
> 76F59'-/(9

b
C 	)37./0 12@-7L'--4 ;	:C @7,7</0.4-'6+1-(./492

a > 0
P
a 6= 1

P
b > 0

C



���

� 8?5F577R 
 T"�!�����& "�E.�"�S � ���������5�� .�;�!�/��:���
/$� )�� �
�>??>�577R JO 
 2 .)#/ (� #'', . #%/ #& 0 �� �'*$

>
& %� '* �*& ,
'0.0 '*

<
� ≥ 	0 ≤ %('%	*-'% �

� 8?5F577R 
 � ��� �"�!�����& � ��5. ��� ���������5�� E� ���� ��
"�� /$� )�� �
�>F>@> �� 
 "%�) ���*.0 '#/ ,)',-. � �

logx+3

x − 1

x + 2
≤ logx+3 2.


8�? 	R�>77R 
 *4 ����S�25& �� ��� ��!�"��5�&�� �

{x + 3 > 0
x + 3 6= 1
(x − 1)/(x + 2) > 0

⇔






−3 < x
x 6= −2[

x < −2
1 < x

⇔
[

−3 < x < −2
1 < x

.

� * �� !��" �&� � ��! �"��5�� ����"�.2�&9�2 �� � 5E�""����%���& �

(x + 3 − 1)

(
x − 1

x + 2
− 2

)
= (x + 2)

x − 1 − 2x − 4

x + 2
= −x − 5 ≤ 0,

��#�� −5 ≤ x
� *5����S ��& �� �"$� $S *4 �

P :F98?:F< 
 −3 < x < −2
�#�

1 < x
�

45865�> �� 
 � * �� ����
loga b =

����
(a − 1)(b − 1).

� 8?5F577R 
 �5�����5�2 �"�!�����& ����� "5����"��� H E�!�#!�"%�
"5�  ��#���) �� ��� �"

(a − 1)
�
(b − 1)

�
�>F>@> �� 
 "%�) ���*.0 '#/ ,)',-. � �

log2−x(x + 2) · logx+3(3 − x) ≤ 0.

8�? 	R�>77R 
 *4 ����S�25& �� ��� ��!�"��5�&�� �






2 − x > 0
2 − x 6= 1
x + 2 > 0
x + 3 > 0
x + 3 6= 1
3 − x > 0

⇔






x < 2
x 6= 1
−2 < x
−3 < x
x 6= −2
x < 3

⇔
{
−2 < x < 2
x 6= 1

.



���

� * �� !��" �&� � ��! �"��5�� ����"�.2�&9�2 �� � 5E�""����%���& �

(2 − x − 1)(x + 2 − 1)(x + 3 − 1)(3 − x − 1) =

= (1 − x)(x + 1)(x + 2)(2 − x) = (x + 2)(x + 1)(x − 1)(x − 2) ≤ 0.

P :F98?:F< 
 −2 < x ≤ −1
�#�

1 < x < 2.

�>F>@> �� 
 "%�) ���*.0 '#/ ,)',-. � �

log 1
7
(10 − x2) log 1

2
| sin x| > 0.

�	7�


8�? 	R�>77R 
 *4 ����S�25& �� �9 5�5����9 ��!�"��5��C �
{

10 − x2 > 0
| sin x| 6= 0

⇔
{
|x| <

√
10 = 3, 16227766...

x 6= kπ, k ∈ Z
.

4����:�5 ��S�� �

log 1
2
| sin x| > 0 ⇔ log 1

2
| sin x| 6= 0 ⇔ | sinx| 6= 1 ⇔

{
x 6= π

2 + kπ
k ∈ Z

.

� * �#/ #.0', �� � &'%� 0'%� / %�) ���$,) %-. *''�%3 -0-. #& 0 !���
" �&� � ��!�"��5�� �	7� ����"�.2�&9�2 �� � 5E�""����%���& # �

10 − x2 − 1 < 0 ⇔ 9 − x2 < 0 ⇔ |x| > 3.

P :F98?:F< 




−
√

10 < x < −π
−π < x < −3
3 < x < π

π < x <
√

10

.

�>F>@> =� 
 "%�) ���*.0 -0-. #& 1 '#/ ,)'%-. #
 �
{

logx−1(5 − y) < 0
log2−y(4 − x) < 0

.

%O649' @7./(.517--4 /'(6'92 =J 1B7@5< -7 /7B5 -'6+1-+./0 �

(1/7 − 1)(10 − x2 − 1)(1/2 − 1)(| sin x| − 1) > 0,
1 4B+> 3 +1(65L <A2> P >A+> + ?A2>.;+19-(:-2B2 1+, �<9-+ C



���


8�? 	R�>77R 
 *4 ����S�25& �� ��� ��!�"��5�&�� �





x − 1 > 0
x − 1 6= 1
5 − x > 0
2 − y > 0
2 − y 6= 1
4 − x > 0

⇔






1 < x
x 6= 2
x < 5
y < 2
y 6= 1
x < 4

⇔






1 < x < 4
x 6= 2
y < 2
y 6= 1

.

� * �� E�!%� ��!�"��5�2 5�5���� � "�"�.����� �� �� �"�!�����
�&� �

(x − 1− 1)(5 − y − 1) < 0 ⇔ (x− 2)(4 − y) < 0 ⇔




{
x < 2
y < 4

{
2 < x
4 < y

⇔ x < 2.

� * �#/ #.0', �� � & '%� 0'%� / %�) ���$,) '#/ ,)'%-. , x < 2
�!$;�

��! �"��5�2 5�5���� � "�"�.����� �� �� �"�!�����&� �

(2− y − 1)(4− x− 1) < 0 ⇔ (1− y)(3− x) < 0 ⇔




{
y < 1
3 < x

{
1 < y
x < 3

⇔ 1 < y.

P :F98?:F< 
 { 1 < x < 2
1 < y < 2

.

� 5�> � 
 � 
� (%),
 �'0� (,
-'0� " , � -�/*)(� 1 . �-� .*$* / ,)',-. � �
����

(|a| − |b|) =
����

(a − b)(a + b).
�		�

� 8?5F577R 
 � � �
a = b = 0,

�� !�"� �5�2 �		� 5E!�"��$S�25& � ��� %�
|a| + |b| > 0

H � . �"� :�5���� !�"��5�� �		� ��!�"�9S �
����

(|a| − |b|)(|a| + |b|) =
����

(|a|2 − |b|2) =
����

(a2 − b2).

�>F>@> =�
 "%�) ���*.0 '#/ ,)',-. � �

log|x−1| |x − 2| · log|x−3| |x − 4| > 0.



���


8�? 	R�>77R 
 *� ����S�25& �� �9 5�5����9 ��!�"��5��C �





x − 1 6= 0
x − 1 6= ±1
x − 2 6= 0
x − 3 6= 0
x − 3 6= ±1
x − 4 6= 0

⇔






x 6= 1
x 6= 1 ± 1
x 6= 2
x 6= 3
x 6= 3 ± 1
x 6= 4

⇔ x 6∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

M� �C5���� � "�"�.����� '* �� E�!��"�!���& ��!������ ��!�"��5�� �

(|x − 1| − 1)(|x − 2| − 1)(|x − 3| − 1)(|x − 4| − 1) > 0,

(x − 1 − 1)(x − 2 − 1)(x − 3 − 1)(x − 4 − 1) ×
× (x − 1 + 1)(x − 2 + 1)(x − 3 + 1)(x − 4 + 1) > 0,

(x − 2)(x − 3)(x − 4)(x − 5)x(x − 1)(x − 2)(x − 3) > 0,

x(x − 1)(x − 2)2(x − 3)2(x − 4)(x − 5) > 0,

x(x − 1)(x − 4)(x − 5) > 0.
� �"� :�5���� ��!������ ��! �"��5�� ����9 S ��� $ ��: �< D H �H , H + �
4��� ������� H & � �

5 < x
�

P :F98?:F< 

x ∈ (−∞; 0) ∪ (1; 2) ∪ (2; 3) ∪ (3; 4) ∪ (5; +∞).



���

���� �� � � � �������� ���� ����� ��
� )2��$ !��� �. � "� .����� .�% � 	*-.0'1 ���!�� ��E�!�!"��<

/$� )�C
f : R → R

H #�� & �� �����.�"� E�#$�$"��� ��/�!��)��.2��
C ����;!�.2�� :�5.���& �.������!��< /$� )�C �

� 
�
 ������8 �6�4� ��
��7>@577R �� �K 8Q :� 
 �0-
 % � � �/ *'0�� �1'$� ,3 � �* 1& %)0 � ! %
� �/�& 1 (% x0

� � $! % / ,�'0�� & ,� � .*
f(x)

� $ �*)�%('% & *
 * �**�-%
�.'%� )#
0	0'%� (
� (%),
 �'%�% */ �1& #'.1 x 6= x0
� (%-. *. 
'�% & *
 %�% %$%
 1

x0
�

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D(f)\{x0} |x−x0| < δ ⇒ |f(x)−A| < ε.
��DD�

2 (*'%& 1 /*� , �0� 1. � .*$ �
lim

x→x0

f(x) = A
*�%

f(x) −→
x→x0

A
�

��7>@577R �� ��5�75� 
# �0-
 % � � �/*'0�� �1'$� ,3 � �* 1& %)0 �
! % � �/�& 1 (% x0

� � $! % (
� (%),
 �'%3 �%-
 ,(%)'%-. , */ �1& #'. ,)
{xn 6= x0}

� � �,� '%3 (%
x0

� �%-
 ,(%)',-. � {f(xn)} �� ,�* . �-� (% � �

∀ {xn}
{
∀ n ∈ N xn ∈ D(f)\{x0}
lim

n→+∞
xn = x0

⇒ lim
n→+∞

f(xn) = A.
��D ��

�>??>�577R J� 
 ��'*	#''� �/*'0� , �1'$� ,3 � '# �%./ #�1�. �-�/*)(� #''� / ,)'%-. , lim
x→x0

f(x) = f(x0)
	0 '*),. � ,-'1)*''�

f(x0)
�

45865�> ��
 ��'*	#''� �� , �� #$),)*
 #'.',�
� 8?5F577R 
 *:�"���� H� � � �"�!�����& ��DD � "�E.�"�S �"�!�����&
��D �� � � �"����� "�� 5$E!���"��;� H � � � �"�!�����& ��D �� "�E.�"�S
�"�!�����& ��DD� � 1�<�C �.& E�5. ���"��5�� �!;$�����" {xn}

H �#�����
��

x0
H E�5. ���"��5�2 {f(xn)} �#�;�S�25& ��

A
H �.� E!� )2��$ �

∃ ε > 0 ∀ δ > 0 ∃ x ∈ D(f) |x − x0| < δ ∧ |f(x) − A| ≥ ε.
��D��
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T� �� :���� H �5�$S �� � �������
ε
H E!� & ��$ �.& ��"�.2��;� ���

�����;�
δ
�5�$S

x
� �#.�5�� "����:���& /$� )��

f
H � � "��! ���&S�25&

"��
x0

�� �#5�.9���9 "�.�:���9 �� #�.2%� H ��� ��
δ
H � E!� )2��

�$ �#5�.9��� "�.�:��� !����)�
A

�
f(x)

�� ���%� H ���
ε
� T�� � �.&

 ����;� ���$!�.2��;�
n

�5�$S
xn

H � � ����"�.2�&S $��"$ ��D�� �.&
δ = 1/n

� *:�"���� H � � �� � E�5. ���"��5�2 {xn}
�#�;�S�25& ��

x0
H ���$

�� E!�E$� ���&� ��D �� E�5. ���"��5�2 {f(xn)} �#�;�S�25& ��
A
H � )� 5$�

E�!�:��2 �"�!�����9 ��D�� E!� �� H � � ���:���&
f(xn)

"��!���&9�25&
"��

A
�� �#5�.9���9 "�.�:���9 �� ���% � H ��� ��

ε > 0
� 4�&".���

5$E�!�:��5�2 " ��$S �� �� H � � E!�E$� ���& �� 5E!�"��$S�25& �� �.� �
�>??>�577R J� 
 ��'*	#''� �/*'0� , �1'$� ,3 & %� '* �%�0/ 0.0 '*.*$, )0�*($0 �

� � �/*'0	'# �'*	#''� */ �1& #'.1  
+∞� −∞ 	0 ∞ �


 � �/*'0	'# �'*	#''� �1'$� ,3  
+∞� −∞ 	0 ∞ �

� � �('%� ,	', �/ *'0� ,�
� � �/ 0 �/�& 1)*'', */ �1& #'.1 (% �/ *'0	'%�% �'*	#''� -�/ *
)* )#(1. � & %)1 �/ % �/ *'0�� -�/ *)* �

lim
x↓a

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = A

m
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D(f) a < x < a + δ ⇒ |f(x) − A| < ε;

� � �/ 0 �/�& 1)*'', */ �1& #'.1 (% �/ *'0	'%�% �'*	#''� �
 ,)*)#(1. � & %)1 �/ % �/ *'0�� �
 ,)* �
lim
x↑a

f(x) = lim
x→a−0

f(x) = A

m
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ D(f) a − δ < x < a ⇒ |f(x) − A| < ε.2 �#/�0� ()%� )0�*($*� %�'*	#''� �/ *'0� , �1'$� ,3 �* � %� , �%
./ #�1 '#�'*	'0� �& ,' � *'*
 %�,	'0� (% .0� � � $,  ) %�'*	#'', '#
-$,'	#''% )#
0$%3 �%-
 ,(%)'%-. ,�
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 �/*'0�� ) x0
*/ 0�& #.0	'%�% )0/*�1 �1'$� ,
 � � $, )0 


�'*	#', ) %$%
 ,
x0
, & *�. � �/ *'0� , ) x0

� ,-'1 , (%/ ,)'�  */ 0�& #.0	
'%& 1 )0/ *�1 ),(�%),('0� �/*'0�� �1'$� ,
 � � $! % ),' )0�'*	#'0
 �
� 8?5F577R 
 T"�!�����& ���!��� "�E.�"�S #��E�5�!���2� � ����:��
��& ;!���)� /$� )�� �� ��C�� C ��5. �� $ 	 �5��"��< ���!�� ,D�, �
E!� ;!���)� �

1�E!� .�� �

lim
x→1

1 + 4x + x2

x + 5
= 1; lim

x→10

√
x − 1 − 3

x − 10
= lim

x→10

1√
x − 1 + 3

=
1

6
.
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 � #� *

f : R → R

,
g : R → R

� .*$, �1'$� ,3� �/ 0 � $0� �
• �1'$� ,� � )0�'*	#'* ) (#� $%& 1 %$%
 ,

x0 ∈ R ∪ {+∞} ∪ {−∞} ��/ 0	%& 1 ,-'1 �/ *'0�� � f0 = lim
x→x0

f(x);

• �1'$� ,� � )0�'*	#'* ) (#� $%& 1 %$%
 ,
f0 ∈ R ∪ {+∞} ∪ {−∞} ��/ 0	%& 1 ,-'1 �/ *'0�� � g0 = lim

x→f0

g(x).

�%(, & * & % �
lim

x→x0

g(f(x)) = g0.

� 8?5F577R 
 T"�!�����& ���!��� "�E.�"�S #��E�5�!���2� � ����:��
��& ;!���)� /$� )�� �� ��C�� �
��7>@577R ��� 
 �1'$� ,� '#�#/ #/ )'* �'#�#/ #/ )'* -�/ *)*� �
 ,)*� �

• 1 .%	� , 	0-
 %)%3 �/�& %3� � $! % )%'* )0�'*	#'* 1 � ,
 .%	� , ,& * ) ',
 �/ *'0�� ��/ *'0�� -�/ *)*� �
 ,)*� � � $* (%/ ,)'�  �'*

	#''� �1'$� ,3 1 � ,
 .%	� ,�

• '* & '%� 0',� � $! % )%'* '#�#/ #/ )'* �'#�#/ #/ )'* -�/*)*� �
 ,)*�1 $%� ',
 .%	� , � , 3 & '%� 0'0 �
C(M)

� �%�'*	#''� (
� -1$1�'%-. , )-,� �1'$� ,
 � '#�#/ #/ )'0�'* & '%� 0', 
 �
45865�> �O 
 "*� ,%'*
 �'0
 )0/*� , -1�#/ �%�0� ,� '#�#/ #/ )'0� �1'$

� ,
 � '#�#/ #/ )', �1'$� ,3 '* ),(�%),('0� %�
 *-.�� )0�'*	#''� �
� 8?5F577R 
 T"�!�����& ���!��� � ��5. ��� �5�����< ����:���& �
�"�< ���!�� �
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 � $! % '#�#/ #/ )'* '* ),(/ ,�$1 �1'$� ,� '*�1)* '* 
%�% $,'��� (%(*.'%�% . * ),( � &'%�% �'*	#''� � .% ,-'1 .%	$*
��%�% ),(/ ,�$*� ) � $,
 �'*	#''� �1'$� ,3 (%/ ,)'�  '1
� �

∀ f ∈ C([a; b]) f(a) · f(b) < 0 ⇒ ∃ c ∈ [a; b] f(c) = 0.
� 8?5F577R �E�� �.�� "��!�� �" ��"E�. � � 1� �#��� $9:� ��;�.2��5��
� �! $"��2 H !��;.&���� .�%� "�E��� 

f(a) < 0 < f(b)
���" � !�5 � 33 � �

� � � �
f(b) < 0 < f(a)

H �� E��!�#�� ��5. ����� /$� )�9 −f(x)
�

-�#$�$S�� E�5. ���"��5�� {an}
H {bn}

� {cn}
�

a1 = a; b1 = b, c1 = (a1 + b1)/2,
"�#�!�9:� ��5�$E�� :.��� E�5. ���"��5��C ��.���� "��

f(cn)
�

f(cn) > 0 ⇒
(

an+1 = an ∧ bn+1 = cn ∧ cn+1 =
an+1 + bn+1

2

)
;

f(cn) < 0 ⇒
(

an+1 = cn ∧ bn+1 = bn ∧ cn+1 =
an+1 + bn+1

2

)
;

f(cn) = 0 ⇒ (an+1 = cn ∧ bn+1 = cn ∧ cn+1 = cn).
T�� � �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�

n
�������� �

an ≤ bn; bn+1 − an+1 ≤ bn − an

2
; f(an) ≤ 0 ≤ f(bn).

-�5.���"��5�2
[an; bn]

����"�.2�&S $��"� ���!��� 6����!� E!� " .��
���� "��!�� � H ���$ �5�$S ;!���)& �

c = lim
n→+∞

an = lim
n→+∞

bn ⇒ f(c) = lim
n→+∞

f(an) = lim
n→+∞

f(bn) = 0.

45865�> �� 
 � 
� (%),
 �'%3 '#�#/ #/ )'%3 '* ),(/ ,�$1 �1'$� ,3 , (%
),
 �'%�% 	0-
 * � �/ %& ,� $1 & ,� �'*	#''�& 0 �1'$� ,3 '* 
%�% $,'���,-'1 .%	$* ��%�% ),(/ ,�$*� ) � $,
 �'*	#''� �1'$� ,3 (%/ ,)'�  )0�/*
'%& 1 	0-
 1 � ∀ f ∈ C([a; b]) ∀ d ∈ [min(f(a), f(b)); max(f(a), f(b))]

∃ c ∈ [a; b] f(c) = d.
� 8?5F577R 
 T��!��� "�E.�"�S � E�E�!���2�� H & $ �� ��5��5$S�� ��
/$� )��

f(x) − d
�"�E��� H  �.�

f(a) = f(b) = d
H �:�"����C � �



���

-

6
y

xb
Da c

�	 
� �� � �� ��"�����& ���!��� 6�% � � ;!�/ � /$� )��
y = f(x)

�.&
"�E�� $H  �.�

f(a) < 0 < f(b)
�

� 
� 
 � �����7 � � ���5 ���7 � �������8
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 � #�#/ #/ )'* �1'$� ,� '* ),(/ ,�$1 '*�1)* '* '�%& 1 '*
 
& #'� %�% . * '*
� ,
 �� %�% �'*	#''� �

∀ f ∈ C([a; b]) ∃ c−, c+ ∈ [a; b]






f(c−) = inf
x∈[a;b]

f(x)

f(c+) = sup
x∈[a;b]

f(x) .

� 8?5F577R � I��;.&���� �� � E�5. ���"��5�� {x−
n }

H {x+
n }

H E!� & �< E��
5. ���"��5�� {f(x−

n )} � {f(x+
n )} �#�;�9�25& "��E�"���� �� ��:��� ��� �

�2�� �� "�!<�2�� ��� �#.�5�� ���:��2 /$� )��
f

��
[a; b]

� -�5. ���"�
��5�� {x−

n }
�� {x+

n }
�#������ :�5.���

a
�
b
H ���$ �5�$9�2

c−
��

c+ �
"��!�� �

[a; b]
� :�5� �"� ;!���)� )�< E�5. ���"��5��C �

∃ {x−
nk
} lim

k→+∞
x−

nk
= c−; ∃ {x+

nk
} lim

k→+∞
x+

nk
= c+.

M ��E�!�!"��5��
f

"�E.�"�S H � � �

f(c−) = lim
k→+∞

f(x−
nk

) = inf
x∈[a;b]

f(x);

f(c+) = lim
k→+∞

f(x+
nk

) = sup
x∈[a;b]

f(x).

� 
� 
 � ������������ �5������� �6�4� ��
45865�> �� 
 �1'$� ,� � %�#/ '#'* (% -./ %�% & %'%.%''%3 , '#�#/ #/ )
'%3 '* ),(/ ,�$1 �1'$� ,3� '#�#/ #/ )'* �
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 1�<�C
f : [a; b] → [c; d],

��
g : [c; d] → [a; b]

� "��S���
�#�!���� ��������� /$� )�� H � � "��E�"���� ����:��� � �!�5��9�2 ��
[a; b]

��
[c; d]

���"�����& �.& 5E����< /$� )�C ���.�;�:��� H
f
� ��E��

!�!"�� ��
[a; b]

� I��;.&���� ��"�.2��
x0

�
y0

H E!� & �< �

x0 = g(y0) ∈ [a; b]; y0 = f(x0) ∈ [c; d].

�.& ��"�.2��;�
ε > 0

����:��� �

x− = max(a; x0 − ε); x+ = min(b; x0 + ε); y± = f(x±);

δ
� ��C���%� (%(*.'# � :�5�.

(y0 − y−)
�
(y+ − y0)

���" � !�5 � 30� �

-
xx0x− x+

y0

y+

y−

D
a b

y
6

�	 
� � �� 4�#�!
y±

��
x±

$ ��"�� ���� ���!��� 77 �

($� )��
min

�
max

"� �!�5���� �.& ��;� H � �# �� "�C�� �� ��� �
�#.�5�� "����:���& � �.& /$� )�C H ��� ���< �� ����!"�.�< H :�5.�

a��
b
E��!�#�� #!��� "��E�"���� .�"�!$: � E!�"�!$: "��

x0
� �#.�5��

"����:���&
f
�

� .& ��"�.2��;�
y ∈ [c; d]

� ���������5��
g
� �� �� $��"� �

|y − y0| < δ ⇒ y− < y < y+
�

"�E.�"�S H � �

g(y−) < g(y) < g(y+) ⇒ |g(y) − x0| < ε
�

/$� )�&
g
��E�!�!"�� ��� 6�% �� �



���

�>??>�577R J� 
 �1'$� ,� � %�#/ '#'* (% -./ %�% & %'%.%''%3 , '#�#
/ #/ )'%3 '* ,'. #/ )*
 , �1'$� ,3� '#�#/ #/ )'* � � %)#(#''� �1(# *'*
 %�,	
'0& (% �%(*'%�% � (#� $%� & %(0� ,$*� , � )0�%/ 1 x−
.*

x+
� � *�/ 0 
$
 *(� (
� (,
-'0� " , � (%-. *.'�% )0�/ *.0 �

x− = max

(
a + x0

2
, x0 − ε

)
; x+ = min

(
b + x0

2
, x0 + ε

)
.

=>B; :F8A =� 
 � .%�%� ! % '#�#/ #/ )'0& 0  ./ 0�%'%& #./ 0	', �1'$

� ,3�

y = xn (
� '*.1/*
 �'%�%
n
�
y = ax (
� a ∈ (0; +∞)\{1} � )0�
0 
)* � ! % %�#/ '#', ./ 0�%'%& #./ 0	', �1'$� ,3� y = n

√
x
(
� '*.1/ *
 �
'%�%

n
�
y = loga x

(
�
a ∈ (0; +∞)\{1} .*$%� '#�#/ #/ )',�

� 
� 
 ��� ��� � ������ �
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 � -'1�. � .*$, �/ *'0� ,�

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→0

(1 + x)1/x = e;
��D'�

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e;

��D, �

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a;

��D+�

lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α;

��D3�

lim
x→0

sin x

x
= 1.

��D0�

� 8?5F577R 
 1�<�C {xn}
� ��"�.2�� E�5. ���"��5�2 H � � E!&�$S ��

+∞ � T�� � �.& ��5����2� "�.� �<
n

�������� �

0 < [xn] ≤ xn < [xn] + 1 ⇒ 0 <
1

[xn] + 1
<

1

xn
≤ 1

[xn]
,

�"�� 5� ��!���S�� �

(
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]

<

(
1 +

1

xn

)xn

<

(
1 +

1

[xn]

)[xn]+1

.
��D7�



���

*��� E��!�#�� "!�<$"��� H � �
(

1 +
1

[xn] + 1

)[xn]

=

(
1 +

1

[xn] + 1

)[xn]+1(
1 +

1

[xn] + 1

)−1

−→
xn→+∞

e.

T� �� :���� H
e

� ;!���)&  !�C�2�;� E!�"�;� :.��� ��!�"��5��C
��D7� �� $��"� H � �

xn → +∞ � � � � �
xn → −∞ H �� ��S�� �

(
1 +

1

xn

)xn

=

(
1 + xn

xn

)xn

=

( −xn

−xn − 1

)−xn

=

=

(
1 +

1

−xn − 1

)−xn−1(
1 +

1

−xn − 1

)
−→

−xn→+∞
e.

�.& ��"�����& !�"��5��C ��D'� ��5����2� �;����� 5E�""����%���&
��� ��5 ��:���� ��.��� C ��5 ��:���� "�.� ��� E�5. ���"��5�&�� ��
"� �!�5���� ���!��$ E!� �!� ;!���)� �

I �"��5�2 ��D, � "�E.�"�S � ��E�!�!"��5�� .�;�!�/��:��� /$� )�� �
E��!�#�� "�&�� ���:���& /$� )��

loga x
"�� :�5��� !�"��5�� ��D' � �

� .& ��"�����& !�"��5�� ��D+� ����� "� �!�5���� �� $ �����$ �

z = ax − 1 ⇒ ax − 1

x
=

z

loga(1 + z)
−→
z→0

1

loga e
= ln a.

I�"��5�2 ��D3 � � ��5. ��� E�E�!����< !�"��5��C �

(1 + x)α − 1

x
=

(1 + x)α − 1

α ln(1 + x)

α ln(1 + x)

x
= α

eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)

ln(1 + x)

x
.

*�!�����C "�!�� E!&�$S ��
α

�� $��" H � �
x → 0

H
α ln(1 + x) → 0.�.&

x 6= 0
� ��5����2� ��.�;� � �.$ �$.& ���" � !�5 � 37� �

sin x = sin x ·BO2 � E��"�S�� E.�� � !�"��#��!���;� 4ABO
�  $���

x
E!� "�!%���

O
�� #�:���� 5��!�����

AO = BO = 1;

x = x · BO2 � E��"�S�� E.�� � 5� ��!�
ABO

�
�
�

x = BC/BO = BC ·BO
� E��"�S�� E.�� � E!&�� $���;� �!� $��

�� � 4BCO
H � � ��5���2 $ 5�#� " ����� �!� $��� � 5� ��! & 

E��������� ���� �
x
H
sinx

��
�
�

x
���� �"�� �

T�� � ��S�� �

0 < | sin x| < |x| < |�� x| ⇒ cosx =
sin x

�
�

x
<

sinx

x
< 1 ⇒ lim

x→0

sin x

x
= 1.
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"����%���& ��D0� �

� 
� 
 �5�������8 ������� �6�4� ��
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� � �
a 6= 0

�
x → 0,

�� ��S�� �

sin ax

x
= a

sin ax

ax
→ a;

(1 + ax)1/x =
(
(1 + ax)1/ax

)a

→ ea;

1 − cosx

x2
=

2 sin2 x
2

x2
=

1

2

(
sin x

2

x/2

)2

→ 1

2
;

��
����

x

x
=

��
����

x

sin ��
����

x
→ 1;

√
1 + �

�
x −

√
1 + sinx

x3
=

�
�

x − sin x

x3(
√

1 + �
�

x +
√

1 + sin x
=

=
sin x

x

1 − cosx

x2

1

cosx

1√
1 + �

�
x +

√
1 + sin x

→ 1

4
;

1 − m
√

cosx

x2
=



���

=
1 − (1 − sin2 x)1/2m

x2
=

(1 − sin2 x)1/2m − 1

− sin2 x
·
(

sin x

x

)2

→ 1

2m
;

ln
(
(1 + 2x2)

�
�
�

2
x
)

= 2x2 �
�
�2x ln(1 + 2x2)1/2x2

=

= 2 cos2 x
( x

sinx

)2

ln(1 + 2x2)1/2x2 → 2 ⇒ (1 + 2x2)
�
�
�

2
x → e2;

1 − cosx
√

cos 2x

x2
=

1 − cosx

x2
+ cosx

1 −
√

cos 2x

x2
=

=
1 − cosx

x2
+ 4 cosx

1 − cos 2x

(cos 2x)2
1

1 +
√

cos 2x
→ 1

2
+ 4 · 1

2
· 1

2
=

3

2
;

√
1 + x sin x − 1

1 − cosx
=

1√
1 + x sin x + 1

x2

1 − cosx

sin x

x
→ 1;

ln

((
sin x

sin a

)1/(x−a)
)

=
1

x − a
ln

(
1 +

sin x − sin a

sina

)
=

=
1

x − a
ln

(
1 +

2 sin x−a
2 cos x+a

2

sin a

)
=

=
sin x−a

2(
x−a

2

) cos x+a
2

sina

sin a

2 sin x−a
2 cos x+a

2

ln

(
1 +

2 sin x−a
2 cos x+a

2

sin a

)
,
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x → a.
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(
sin x
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)1/(x−a)

→ e
�
�
�

a.

ln

(
n
√

a + n
√

b

2

)n

=

=
1

2

(
a1/n − 1

1/n
+

b1/n − 1

1/n

) ln

(
1 +

n
√

a − 1 + n
√

b − 1
2

)n

(
2

n
√

a − 1 + n
√

b − 1
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� � E!&�$S ��
(ln a + ln b)/2

�� $��" H � �
0 < a

H
0 < b

�
n → +∞ � 4

!��$.2���� ��!���S�� �
(

n
√

a + n
√

b

2

)n

−→
n→+∞

√
ab.

��"����� H � �

lim
x→∞

x

(
π

4
− ��

�
�
� x

x + 1

)
=

1

2
.

M!�#��� �� $ �����$ �

y =
π

4
− ��

�
�
� x

x + 1
⇔ �

�
y =

1 − x
x + 1

1 + x
x + 1

=
1

2x + 1
⇔

⇔ x =
1

2

(
1

�
�

y
− 1

)
=

1 − �
�

y

2�
�

y
.

T�� � �� $��"� H � �
x → ∞ H

y → 0
H ��!���S�� �

x

(
π

4
− ��

�
�
� x

x + 1

)
=

1

2

y

sin y
cos y (1 − �

�
y) → 1

2
.
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��7>@577R ���
 � � )#$. %/ '0
 �
 ,',
'0
� �/ %-. ,/ '*( �%
 #&
K,� $! % � � *�#
 #)* �$%& 1.*.0)'*� �/ 1�* ! %(% (%(*)*''� +

� ) � $,
%�'*	#'% & '%� #''� · '* #
 #& #'.0 �%
� K,
* (
� (%),
 �'0�

x, y ∈ E
�

λ, µ ∈ K
& * & % �

λ · (x + y) = λ · x + λ · y;

1 · x = x;

(λµ) · x = λ · (µ · x);

(λ + µ) · x = λ · x + µ · x.

�
 #& #'.0 � '*�0)*�. � .%	$*& 0 )#$.%/ '%�% �/ %-. %/ 1 *�% )#$. %
/*& 0 � * #
 #& #'.0 �%
�
K

� -$*
�/ *& 0 �
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C([a; b])
� ������� "5�< ��E�!�!"��< �� "��!�� $

[a; b]
/$� )�C �

$�"�!9S "� ��!��C E!�5��! ��� E�.�� � �C5��< :�5�. H #� �

• 5$�� �"�< ��E�!�!"��< /$� )�C � ��E�!�!"�� /$� )�& �
• ��#$�� ��E�!�!"��� /$� )�� �� � �C5�� :�5.� � ��E�!�!"��

/$� )�& �
��7>@577R ��= 
 ��'*	0& % (
�

f ∈ C([a; b])
'%/& 1 � �1'$� ,� �)
 *-.0)%-.�&0 ��������� �

|f |∞ = max
x∈[a;b]

|f(x)| ≥ 0.

T�� � �.& ��"�.2��;� � �C5��;�
α

��!���S�� �

|αf |∞ = |α| · |f |∞.
��D	�

|f |∞ = 0 ⇔ f = 0 ⇔ ∀ x ∈ [a; b] f(x) = 0.
���D�

�.& ��"�.2��<
x ∈ [a; b]

H
f, g ∈ C[a; b]

��S�� �

|f(x) + g(x)| ≤ |f(x)| + |g(x)|,
$ ���$ :�5.� � �.& �� �;�

x0
H E!� & ��$ �

|f + g|∞ = max
x∈[a;b]

|f(x) + g(x)| = |f(x0) + g(x0)|.

�.��� �5����2�� ! �"��5�� �� E�!�"�� $9�2 |f(x0)|+ |g(x0)|,
� � "�����

:�5 �� E�!�"��$S |f |∞ + |g|∞
� T� �� :���� H 5E!�"��$S�25& '#/ ,)
',-. � ./ 0$1.'0$* �

|f + g|∞ ≤ |f |∞ + |g|∞.
�����

*��� H ��E!�"������ ��!�� $ "� ��!���$ E!�5��!� ��E�!�!"��<
/$� )�C ��S �� � 5��� ".�5��"�5�� H & � ��"���� ��E!&�.���;� "�� �
!�� � �� E.�� ��� :� $ E!�5��!� �
��7>@577R ��J 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � � $! % (
� &'%� 0'0 	 ,-'1 .*$* �1'$� ,�
ρ : X×X → [0; +∞)

�
�/ 0 � $,
 �
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• ρ(f, g) = ρ(g, f);

• ρ(f, g) = 0 ⇔ f = g;

• ρ(f, g) ≤ ρ(f, h) + ρ(h, g),.%
ρ
'*�0)*�. � & #./ 0$%� �),(-. *''�� � �*/ 1 (X, ρ)

� & #. 
/ 0	'0& �/ %-. %/ %& � * )-, #
 #& #'.0 	 � .%	$*& 0 & #./ 0	'%�%
�/ %-. %/ 1 (X, ρ)

�

 � � %-
 ,(%)',-. � {xn}

��,�* . �-� (%
x
1 & #./ 0	'%& 1 �/ %-.%/ ,

(X, ρ)
� � $! % ),(-. *'� ρ(xn, x)

�� ,�* . �-� (% '1
� �
x = lim

n→+∞
xn ⇔ lim

n→+∞
ρ(xn, x) = 0.

� � � %-
 ,(%)',-. � {xn}
%�& #� #'* 1 & #./ 0	'%& 1 �/ %-.%/ , (X, ρ)

�
� $! % �%-
 ,(%)',-. � {ρ(xn, x1)}

%�& #� #'*# �
� �

Ā
� �*& 0$*''� & '%� 0'0 � � & '%� 0'* )-,� �/ *'0�� �%-
 ,
(%)'%-. #
 � 	
 #'0 � $0�  #
 #& #'. *& 0 � �

� � +'%� 0'* �*& $'#'*� � $! % )%'* �� ,�* . �-� � , -)%3& �*& 0$*' 
'�& �
� � � '1./ ,�'�%� .%	$%� & '%� 0'0 � & #./ 0	'%�% �/ %-. %/ 1

(X, ρ)
 *� � $! % (#� $0
 %$,
 " � � ,(& '%� 0'* � �

∃ ε > 0 {x ∈ X | ρ(x, a) < ε} ⊂ A.+'%� 0'1 . *$0� )'1./ ,�',� .%	%$ �%�'*	*�. � 	#/ #� ��
�
� �

��
� A ⊂ A ⊂ Ā.

�.& ������� � �C5��< :�5�.
R

���!� �9 S
ρ(x, y) = |x − y| � ������$ !���

(a; b)
� ������� "�$�!�%��< ��:� H

[a; b]
� ���� ���&

E!����  $ �  ��)&��
a
�
b
�

� .& ������� ��E�!�!"��< �� "��! �� $ /$� )�C
C([a; b])

���!��
 �9 S

ρ(f, g) = |f − g|∞.
4 �����$ !��� "��$�2 ��"$ E!� ���!� $H

E�!�����$ ��!��9 "� ��!��;� E!�5��!$�
�.& 5 �!�:���& ��E�5$ ��! $"��2 ��� �.� E����:������� "��E��

"���� & #./ 0	', �/ %-.%/ 0 :�!��
R

��
C([a; b]).%�79+./0

x1

1 (@-7L'--+ 9(: -7 12)67/2 ,(1+30-5 /(LB5 9'/62L-(F( ;6(./(65C
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 � ����� ���� �������������
��7>@577R ��O 
 �1'$� ,�

f : R → R
/ ,)'%& ,/ '% '#�#/ #/ )'* '* & '%
� 0', 	 � � $! % / ,�'0�� & ,� �'*	#''�& 0 �1'$� ,3 �* *�-%
�.'%� )#



0	0'%� � $ �*)�%('% & *
 * (
� (%-.*.'�% & *
 %3 �* *�-%
�.'%� )#


0	0'%� / ,�'0� , */ �1& #'. ,) / ,)'%& ,/ '% '* 	 �

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x1, x2 ∈ X |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1) − f(x2)| < ε.45865�> �� 
 � $! % �1'$� ,�
f : R → R

'#�#/ #/ )'* '* ),(/ ,�$1 [a; b]
�.% )%'* '* '�%& 1 / ,)'%& ,/ '% '#�#/ #/ )'* �

� 8?5F577R �"�� 5$E!���"��;� � � -!�E$5���� H � �

∃ ε > 0 ∀ n ∈ N ∃ rn, sn ∈ [a; b]

{
|rn − sn| < 1/n
|f(rn) − f(sn)| > ε

.
�����

-�5.���"��5�� {rn}
� {sn}

�#������  ��)&�� "��! �� �
[a; b]

� �5�$S �#�� �
�� E��E�5. ���"��5�2 {rnk

} H �� & �9 ����� "�#!��� �#���$ E��E�5. ��
��"��5�2 {snkj

} � T� �� :���� H �� �#��� $9:� ��;�.2��5�� � �! $"��2 H
������ ""����� H � � E�5. ���"��5�� {rn}

� {sn}
�#�;�9�25& �� E�"��;�

r ∈ [a; b]
� M ��E�!�!"��5�� /$� )��

f
��S�� �

lim
n→+∞

f(rn) = f(r) = lim
n→+∞

f(sn),

� � 5$E�!�:��2 E!�E$� ���9 ����� �

� 
� 
 ������� �������6 �6�4� �� �� � ��� ��46
��7>@577R ��� 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � � %-
 ,(%)',-. � {xj}
#
 #& #'. ,) & #./ 0	'%�% �/ %-. %/ 1 (X, ρ)�1'(*& #'.*
 �'* ��%-
 ,(%)',-. � � %� ,� � � $! % (
� )-,� (%-.*
.'�% )#
0$0� '%& #/ ,) 	
 #',) � , 3 �%-
 ,(%)'%-. , ),(-. *'� & ,�3 3 #
 #& #'. *& 0 � $ �*)�%('% & *
 * �

∀ ε > 0 ∃ J ∈ N ∀ j, k > J ρ(xj , xk) < ε.

�'*$� # $*� 1	0 � ),(-. *'� & ,� 	
 #'*& 0 �%-
 ,(%)'%-. , �� ,�*

 . �-� (% '1
� �/ 0 �/�& 1)*'', '%& #/ ,) 	
 #',) �%-
 ,(%)'%-. ,(% '#-$,'	#''%-. ,�
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 � + #./ 0	'0
 �/ %-. ,/ �%)'0
 � � $! % �1(�
� $* 
%�% �1'(*& #' 
.*
 �'* �%-
 ,(%)',-. � & * �/*'0�� �
45865�> ��
 + #./ 0	', �/ %-. %/ 0

R
,
C([a; b])

� �%)',�
� 8?5F577R 
 � �"����� �#�� ��5�2 E�5. ���"��5�� � �C5��< :�5�. {xj}�� $��"� H � �

∀ ε > 0 ∃ J ∈ N ∀ j, k > J |xj − xk| < ε.
���'�

4�#�!���
ε = 1

� ���C���� �.& �2�;� "��E�"����
J

�;���� � �"�!� �
����&� ���'� � 4�#�!��� �

M− = min(x1, x2, ... , xJ , xJ+1−1); M+ = max(x1, x2, ... , xJ , xJ+1+1).

T�� � "5� :.��� E�5. ���"��5�� {xj}
�#������ ����$ �� �"�!<$ "��E��

"���� :�5.���
M−

��
M+

� *��� H �5�$S E ��E�5. ���"��5�2 {xjk
} H � �

�#�;�S�25& �� E�"��;�
x0

� 4����:�5 ��S�� �

|x0 − xj | ≤ |x0 − xjk
| + |xjk

− xj |,
�� E�!%�C ������ E!�"�� :�5���� ��!�"��5�� & ��";���� #.��2 �C
�� D �.& ��5����2� "�.� �;�

k
H � �!$;�C � �.& ��5����2� "�.� �<

k��
j
� � �S�� �
{

∀ ε > 0 ∃ K1 ∈ N ∀ k > K1 |x0 − xjk
| < ε/2

∀ ε > 0 ∃ J, K2 ∈ N ∀ k > K2 ∀ j > J |xjk
− xj | < ε/2

⇓
∀ ε > 0 ∃ J ∈ N, K = max(K1, K2) ∀ j > J ∀ k > K

|x0 − xj | ≤ |x0 − xjk
| + |xjk

− xj | <
ε

2
+

ε

2
= ε.

� !��$.2���� ��!���S�� �

x0 = lim
j→+∞

xj ,

� � C E��!�#�� #$.� ��"�5�� �
� �"����� E�"���$ E!�5��!$ ��E�!�!"��< �� "��!�� $ /$� )�C �

� � � E�5. ���"��5�2 /$� )�C {fj}
/$��������.2�� "

C([a; b])
H �� ���

S�� �

∀ ε > 0 ∃ J ∈ N ∀ j, k > J ∀ x ∈ [a; b] |fj(x) − fk(x)| < ε.
���, �



�� �

*��� H �.& ��"�.2��;�
x ∈ [a; b]

E�5. ���"��5�2 ���:��2 {fj(x)} /$��
�������.2�� "

R
� T��$ �5�$S

f0(x) = lim
j→+∞

fj(x).
���+�

-�5.& ;!���:��;� E�!�<��$
k → +∞ " ���, � ��S�� �

∀ ε > 0 ∃ J ∈ N ∀ j > J ∀ x ∈ [a; b] |fj(x) − f0(x)| ≤ ε.
���3�

��� %�  ��$:� H �#����5�2 /$� )�C ���+� !�"����!�� ��
[a; b]

�
� �"����� ��E�!�!"��5�2 /$� )��

f0
��

[a; b]
"�� 5$E!���"��;� � -!��

E$5���� H � � �5�$9�2
x ∈ [a; b]

�� �#���� ��
x

�� � E�5. ���"��5�� {rj}�� {sj}
H E!� & �<

lim
j→+∞

f0(rj) 6= lim
j→+∞

f0(sj).
�.� |f0(rj) − f0(sj)|

��
E�!�"��$S �� $ 5$�$ �

|f0(rj) − fk(rj)| + |fk(rj) − fk(sj)| + |fk(sj) − f0(sj)|,
�� E�!%�C �� �5�����C ��� �� � & ��";���� #.��2 � �� D �.& ��5���
��2� "�.� �;�

k
�� !�<$�� !�"����!��� �#�� ��5�� ���3� � � .& "�#!��

��;� ���:���&
k

5�!����C ������ & ��";���� #.��2 �C �� D �.&
��5����2� "�.� �;�

j
�� !�<$�� ��E�!�!"��5�� /$� )��

fk
$ ��:)�

x ∈ [a; b].=>B; :F8A =� 
 2�*�*
 �'0& % �*�/ %)*(� #', �%'�..� '* �*�*.%)0 
& ,/ ', �/ %-. %/ 0 �
� � � $! % '*

Rn �*�/ %)*(0.0 %('1 � '%/& �
|x|1 =

n∑

j=1

|xj |; |x|2 =

√√√√
n∑

j=1

x2
j ; |x|∞ = max

j=1,n
|xj |,

.% �/ %-. ,/
Rn � �%)'0
 ),('%-'% & #./ 0$0 � �%/ %(� #'%3 . *
$%� '%/& %� �


 � 2
Rn �1(�
� $* %�& #� #'* �%-
 ,(%)',-. � & * �/*'0�� �

� � � #�#/ #/ )'* '* %�& #� #',
 �*& $'#',
 &'%� 0',# �1'$� ,�
f : Rn → Rk / ,)'%& ,/ '% '#�#/ #/ )'* '* ',
 �

%� ()9':'-(./+ 9-(:2-2 1
Rn

12;3217< P =( E4 9-(:2-7 D ;+,9-(:2-7 ,'AB76/(1(F( ,()5/B5 1+,6+@B+1 C
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� 8?5F577R 
 M /$��������.2��5�� E�5. ���"��5�� "� ��!�" "�E.�"�S
/$��������.2��5�2 � �#�� ��5�2 E�5. ���"��5��C  ��!�����H #� �.&  �� �
��� �� ��E!�E���"���< ��!� �#5�.9��� "�.�:��� #$�2�& ��  ��!���
���� "� ��!� �� E�!�"��$S C�;� ��!�� �

� ��� �5�$"���& � !���� ;!���)� �#������� E�5. ���"��5�� H �� "
��"������ $��;�.2����& "��E�"����� ���!��� �� �!��" ��#$�� "�� �
!�� �" H � � ��5���2 ��5 ��:���$  �.2 �5�2 �.������" E�5. ���"��5�� H E��
�!�#�� � �.��� ��

2n E�� �#��< �� �2�;� �;�E�!E�!�.�.�E�E�� �"� ��� �!�
��"�< ��#$� �" "��!�� �" � H E�� �.�"%�  ���� "��! ��� ���:��2  ��!���
��� ��"E�. � � �"�����& !�"����!��� ��E�!�!"��5�� �� E��!�#$S � �& �<
���� H  ! �� E����:���& �.& ��!�� �
�>??>�577R J� 
 "%� �
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'0� �/ %-. %/*� �

� � � %'�..� �/ *'0� , . * '#�#/ #/ )'%-. , �1'$� ,3 �#� �1(�
� $0� 1-
$
 *('#'� & %� '* �%�0/ 0.0 '* �1'$� ,3 � %('%�% & #./ 0	'%�%
�/ %-. %/ 1 ) ,'�0
 �'*�/ 0$
 *(� �

Rn 1 Rm� � )0$%/ 0-. %)1�	0
�*�/ %�%'%)*'# %�'*	#''� �� ,� '%-. , . * %�'*	#''� '#�#/ #/ )
'%-. , �* �#
'# � � %�'*	#'', '#�#/ #/ )'%-. , �* � %� , . %(, �%
./ ,�'% �*& ,'0.0 *�-%
�.', )#
0	0'0 / ,�'0�� '* ),(-. *', 1),(�%),('0� & #./ 0	'0� �/ %-. %/ *� �


 � �*& $'#'* � ,(& '%� 0'* �%)'%�% & #./ 0	'%�% �/ %-.%/ 1 -*& *  
�%)'0& & #./ 0	'0& �/ %-. %/ %& ),('%-'% . , 3 -*& %3 & #./ 0$0 �

� 
�� 
 ����4���8 ���������� �������6

��7>@577R ��� 
 � ,(%�/ *� #''� F : X → X
-.0-$* & #./ 0	'0


�/ %-. ,/ (X, ρ)
� � $! % ),(-. *'� & ,� %�/*�*& 0 �1(�
� $0� ()%� .%	%$& #./ 0	'%�% �/ %-. %/ 1 '# �#/ #)0! 1 (%�1.$1 ),(-.*', & ,� �0& 0.%	$*& 0 '* (#� $1 (%(*.'1 -.*
 1 � ! % & #'� *� ',� ��

∃ α ∈ (0; 1) ∀ x1, x2 ∈ X ρ(F (x1), F (x2)) ≤ αρ(x1, x2).45865�> �= 
 � $! % ),(%�/*� #''� F : X → X
-.0-$* �%)'0
 & #. 
/ 0	'0
 �/ %-. ,/ (X, ρ)

� .% ,-'1  (0'* '#/ 1� %& * .%	$* ��%�% ),(%�/ *
� #''�
x = F (x)

�
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 M;���� � $��"�9 H �5�$S �� � 5��.�
α ∈ (0; 1)

H E!� & �C
�.& ��"�.2��<

x1
H
x2 ∈ X

�

ρ(F (x1), F (x2)) ≤ αρ(x1, x2).

�.& ��"�.2��;�
x0 ∈ X

E�#$�$S�� �� $ E�5. ���"��5�2 �

xn = F (xn−1).

T�� � ��!���S�� �

ρ(xn, xn+1) = ρ(F (xn−1, F (xn)) ≤ αρ(xn−1, xn) ≤ · · · ≤ αnρ(x0, x1).

� � �
j < k

� ���$!�.2�� H �� ��S�� �

ρ(xj , xk) ≤ ρ(xj , xj+1) + ρ(xj+1, xj+2) + · · · + ρ(xk−1, xk) ≤
≤ (αj + αj+1 + · · · + αk−2 + αk−1)ρ(x0, x1) =

= αjρ(x0, x1)(1 + α + α2 + · · · + αk−j−1) ≤ ρ(x0, x1)

1 − α
· αj ,

�� �5�����C "�!�� E!&�$S �� �$.& H & � �
j
E!&�$S �� ��5 ��:����5�� �

*��� H E�5. ���"��5�2 {xn}
� /$��������.2�� $ E�"���$ ���!�:���$

E!�5��!� H � ���$ �#�� �� �� ��& �;�
x
� 4����:�5 ��S�� �

ρ(x, F (x)) ≤ ρ(x, xn) + ρ(xn, F (x)) ≤ ρ(x, xn) + αρ(xn−1, x),

�� �5����� �"� ����� � & ��";���� #.��2 � �� D �.& ��5����2� "��
.� �;�

n
� T� �� :���� H

ρ(x, F (x)) = 0
�
x = F (x).� � �

x
H
y
� ��!$<��� ��: � "���#!�����&

F
H �� ��S�� �

0 = ρ(x, y) − ρ(F (x), F (y)) ≥ ρ(x, y) · (1 − α) ≥ 0 ⇒ ρ(x, y) = 0.

*5����& !�"� �5�2 � "�"�.����� !�"��5��
x = y

�
�>??>�577R J� 
 � %)#(#''� .#%/ #& 0 )$*�1 '* -�%-,� �'*� %(� #' 
'� '#/ 1� %& %3 . %	$0 � � $ �/ *'0� , �%-
 ,(%)'%-. ,�

x = lim
n→+∞

F (F (F (· · ·F (︸ ︷︷ ︸
n

!���"
x0) · · ·))).
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f : R → R
�

�� 
�
 ��������8 � �� ���
 3 ������ � �������

��7>@577R ��� 
 � #� *
 �1'$� ,� � )0�'*	#'* ) %$%
 ,
x0

� � 
� .%	$0
x 6= x0

� ��%�% %$%
 1 / ,�'0�� x−x0
'*�0)*�. � �/ 0/ %-. %& */ �1& #' 
.1# , �%�'*	*�. � 	#/ #� ∆x

� " ,�'0��
f(x0 +∆x)−f(x0)

'*�0)*�. �
�/ 0/ %-.%& �1'$� ,3 � 1 .%	� ,

x0
� ! % ),(�%),(* �/ 0/ %-.1 */ �1& #'.1

∆x
�
� %� ,('%�� �1'$� ,3 � �3 3 �%�'*	*�. � .*$ �

f ′(x0)
*�%

df(x0)/dx
�1 .%	� ,

x0
%�
 *-. , )0�'*	#''�

f
'*�0)*�. � �/ *'0�� ),('%� #''�

�/ 0/ %-.1 �1'$� ,3 (% ),(�%),('%�% �/ 0/ %-.1 */ �1& #'.1 ) .%	� , x0
�

� $! % )%'* ,-'1 � $%
0 �/ 0/ ,-. */ �1& #'.1 �/�& 1 (% '1
� �
f ′(x0) =

df(x0)

dx
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x
.

���0�
� � � ;!���)&

f ′(x0)
� �C5�� H �� ��S�� � ∀ ε > 0 ∃ δ > 0

0 < |∆x| < δ ⇒ |f(x0 + ∆x) − f(x0) − f ′(x0)∆x| < ε|∆x|. ���7�
� 
� �1'$� ,3� %�'*	#'%3 '* ),(/ ,�$1 [a; b]

� �%� ,('1 ) .%	� ,� ! %%�& #� 1 %�
 *-. � )0�'*	#''� � �1(#& % / %�1& ,.0 � $ ),(�%),('1 %('%

� ,	'1 �/ *'0�� �

f ′(a) = lim
x→a+0

f(x) − f(a)

x − a
; f ′(b) = lim

x→b−0

f(x) − f(b)

x − b
.

�*$, �/ *'0� , '*�0)*�. � %('%�,	'0& 0 �%� ,('0& 0 �
� %�'*	0& %

f(x)
	#/ #� f (0)(x).

� %� ,('* �1'$� ,3
f
1 .%	� ,

x
(%
),
 �'%�% '*.1/ *
 �'%�% �%/� ($1 )0�'*	* . �-� / #$1/ #'.'% �

f (n+1)(x) =
(
f (n)(x)

)′
.
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: +30F'309 G '>)-+E ;<�?�@ <I<�C C
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�0$%/ 0-.%)1�. � .*$%� �%�'*	#''�#
f ′′ , f ′′′ ),(�%),('% (
� 
 
%3. * �
%3 �%� ,('0� �

�/ %�#- �'*� %(� #''� �%� ,('%3 '*�0)*�. � (0� #/ #'� ,� )*''�& �
� 0� #/ #'� ,
%)'* 1 .%	� , �1'$� ,� � �1'$� ,� � (
� � $%3 1 � ,
 .%	� ,)0�'*	#'* (,
-'*� �%� ,('* �
� 0� #/ #'� ,
%)'* '* & '%� 0', 	 �1'$� ,� � �1'$� ,� � (0� #/ #'� ,



%)'* 1 $%� ',
 .%	� , 	 �
� #�#/ #/ )'% (0� #/ #'� ,
%)'* '* & '%� 0', 	 �1'$� ,� � �1'$� ,� �

�%� ,('* � $%3 '#�#/ #/ )'* '* & '%� 0', 	 �1'$� ,� �
�>??>�577R O� 
 �	#)0('* .%.%� ',-. � �

f(x0 + ∆x) = f(x0) +
f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x
∆x.

� � , 3 / ,)'%-. , . * (0� #/ #'� ,
%)'%-. , f ) x0
)0�
0)* '#�#/ #/ )
',-. �

f
1

x0
� �/ %. # � '#�#/ #/ )'%-. , '# )0�
0)* (0� #/ #'� ,
%)
',-. � � � *�/ 0$
 *(� �1'$� ,�

y(x) = |x| '# & * �%� ,('%3 1 '1
 ,� � ,
 �� #.%�%� � %
 ��*'% . * � #
 /�./*-- �%�1(1)*
0 �1'$� ,3� � $, '#�#/ #/ )','* ),(/ ,�$1 , '# & *�. � �%� ,('%3 1 � %(',
 .%	� , ��%�% ),(/ ,�$* �
+ #� *',	'0
 �& ,-. �%� ,('%3� & � � /$� )�& �E�5$S E�!���� ���&

�%"�� �5�2 � ��.� H �� � � E�< ���� �E�5$S %"�� �5�2 �E!�5 �!���& � ��.� �
��� %�  ��$:� H E�< ���� �E�5$S &0..  )1 � )0($,-. � ����� /$� )�� H
�!;$���� & �� � :�5 �

T�: �
(x0; f(x0))

��
(x0 + ∆x; f(x0 + ∆x))

��.����2 �� ;!�/ � �
{y = f(x)} H "�!�� E�� ��� �� ;!���)� " ����:���� ���0� �  $��"�C
 ��/ �)�S�� E!&��� H � � E!�<����2 :�!�� )� �"� ��: � � M �;.&�$ ��
)� E�< ���� ��S E!���!�C �#%& #./ 0	'0
 �& ,-. � ;!���:�� ���:���&
 $��"�;�  ��/ �)�S��� E!&��� H � � E�!�����S ;!�/ � /$� )�� $ ��: �<
(x0; f(x0))

�
(x0 +∆x; f(x0)+∆x)

�� $��"� H � �
∆x → 0

���" � !�5 � 3	 � �

%O(@-7L'--4
df/dx

-73':2/0 G '>)-+E5 P
f ′(x)

D � (@'Q5 G58 G 7�67-:5 ;<I>�@
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C /7 �3'@ O 7.B730
;<�B>@ <��BC C
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−∞

/7
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6
y

xx0

y=f(x)

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = f(x)

� E!&�� H � � E!�<��&�2 :�!�� ��: $
;!�/ � �

(x0; f(x0))
�

��7>@577R ��� 
 � �* &'% �#/ �#'(0$1
�/ ', �/�& ,� ! % �/ %� %(�. �
	#/ #� (x0; f(x0))

, �*(*�. �-� .*$0& 0 / ,)'�''�& 0 �
y − f(x0) = f ′(x0)(x − x0); x − x0 + f ′(x0)(y − f(x0)) = 0

�

'*�0)*�. � ),(�%),('% (%.0	'%� , '%/& *

� (% �/*� ,$* {y = f(x)}1 .%	� ,
(x0; f(x0))

�

��7>@577R ��� 
 � 
� (0� #/ #'� ,
%)'%3 ) . %	� , � �1'$� ,3 � %�'*	0& %) %$%
 , '1
� 
 ,' ,
'1 �1'$� ,� �/ 0/ %-.1 */ �1& #'.1 ∆x
�

df(x) = f ′(x) · ∆x
�

(0� #/ #'� ,*
 �1'$� ,3 � 1 .%	� , � �
�>??>�577R O �
 � 0� #/ #'� ,*
 �1'$� ,3 �  �%
 %)'%� 	*-.0'%� �/ 0 
/ %-.1 �1'$� ,3 1 . %& 1 / %�1& ,'',� ! %

lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x) − df(x)

∆x
= 0.

� $! % �/ 0�1-.0.0 � ! % y(x) = x
� .%

dy(x) = dx = ∆x
� �%& 1 (
�(%),
 �'%3 (0� #/ #'� ,
%)'%3 ) � �1'$� ,3 � )0�/*)(*'0
 �*�0- �

df(x) = f ′(x) dx,
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! % 1� �%(� 1 . �-� ,� �*�0-%& �
d

dx
f(x) =

df(x)

dx
= f ′(x).

2 (*'%& 1 /*� , d
dx

� �%�'*	#''� (
� (0� #/ #'� ,� )*''� �)0�'*	#''�
�%� ,('%3� �* �& ,''%� � �

�� 
2 
 ������� ������� �5�������8 ��� �����
45865�> �J 
 � #� *
 �%� ,(', �1'$� ,
 � , � )0�'*	#', 1 . %	� , � � � �-. *
 * � �%(, & *.0& #& % �

(C)′ = 0;
���	�

(C · f(x))′ = C · f ′(x);
���D�

(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x);
�����

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x);
�����

g(x) 6= 0 ⇒
(

f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)g(x) − f(x)g′(x)

g2(x)
.

���'�

�'*$� # $*� 1	0 � (
� (0� #/ #'� ,
%)'0� �1'$� ,
 �
• �%� ,('* -. *
 %3 (%/ ,)'�  '1
� �

• -.*
 1 & %� '* )0'%-0.0 �* �'*$ �%� ,('%3�
• �%� ,('* -1& 0 (%/ ,)'�  -1& , �%� ,('0� �
• �%� ,('* (%�1.$1 ()%� �1'$� ,
 (%/ ,)'�  -1& , (%�1.$,) �%� ,('%3

�#/� %3 '* �'*	#''� (/ 1�%3 . * �'*	#''� �#/� %3 '* �%� ,('1 (/ 1

�%3�

• �%� ,('* ),('%� #''� ()%� �1'$� ,
 ��* 1& %)0 � ! % �'*& #''0$ ),(
& ,''0
 ),( '1
�� (%/ ,)'�  ),('%� #''� / ,�'0� , (%�1.$,) �%� ,(
'%3 	0-#
 �'0$* '* �'*& #''0$ , 	0-#
 �'0$* '* �%� ,('1 �'*& #' 
'0$* (% $)*(/ *.* �'*& #''0$* �
� 8?5F577R 
 8E!�"��$9�25& �� � !�"��5�� �

Cf(x + ∆x) − Cf(x)

∆x
= C · f(x + ∆x) − f(x)

∆x
;



���

f(x + ∆x) + g(x + ∆x) − f(x) − g(x)

∆x
=

=
f(x + ∆x) − f(x)

∆x
+

g(x + ∆x) − g(x)

∆x
;

f(x + ∆x) g(x + ∆x) − f(x) g(x)

∆x
=

= f(x + ∆x) · g(x + ∆x) − g(x)

∆x
+

f(x + ∆x) − f(x)

∆x
· g(x);

1

∆x

(
f(x + ∆x)

g(x + ∆x)
− f(x)

g(x)

)
=

1

g(x) g(x + ∆x)
×

×
(

f(x + ∆x) − f(x)

∆x
· g(x) − f(x) · g(x + ∆x) − g(x)

∆x

)
.

I�"��5�� ���D� ��'� ��!��$9�25& ;!���:��� E�!�<����
∆x → 0

�
"� �!�5����&� ����:���& E�<����� � ��E�!�!"��5�� ��/�!��)�C�"���
/$� )�� �
�>??>�577R O= 
 " ,)',-. � ��
�� & %� '* �%�0/ 0.0 '* (%),
 �'1 $,
 �
$,-. � (%(*'$,) �#� �1(�
� $0� �& ,' � 2�*�*
 �'#''� / ,)'%-. , ��

� (
�
� -� ,)& '%� '0$,) & * .*$0
 )0 �
� ( �

(f1(x) f2(x) · · · fn(x))′ =

= f ′
1(x) f2(x) · · · fn(x)+f1(x) f ′

2(x) · · · fn(x)+· · ·+f1(x) f2(x) · · · f ′
n(x),

! % 1 )0�*($1� $%
0 f1(x) f2(x) · · · fn(x) 6= 0
� #$),)*
 #'.'# .*$,
/ ,)'%-. ,�

(f1(x) f2(x) f3(x) · · · fn(x))′

f1(x) f2(x) f3(x) · · · fn(x)
=

f ′
1(x)

f1(x)
+

f ′
2(x)

f2(x)
+

f ′
3(x)

f3(x)
+ · · · + f ′

n(x)

fn(x)
.

45865�> �O �968 98� :F7? 8L567578� �?7AA :� � 
 � #� *

f : (a; b) → (c; d); ϕ : (c; d) → (a; b)

� )�* &'% %�#/ '#', �1'$� ,3�
x0 = ϕ(y0) ∈ (a; b)

�
f ′(x0) 6= 0.

�%(, ,-'1 �
ϕ′(y0) =

1

f ′(x0)
=

1

f ′(ϕ(y0))
.
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 � � � E!�!�5�
∆y

��5����2� ��.�C �� �#5�.9���9 "��
.�:���9 H ��

y0+∆y
��.����2 ��

(c; d)
H �5�$S �� �

x0+∆x
� ����!"�.$

(a; b)
H E!� & ��$ �

f(x0 + ∆x) = y0 + ∆y.
($� )�&

ϕ
� ��E�!�!"�� "

y0
�& �#�!���� �� ��E�!�!"��� � H ���

�$
∆x → 0,

& � �
∆y → 0.

T"�!�����& ���!��� "�E.�"�S � �� �<
!�"��5��C �

ϕ(y0 + ∆y) − ϕ(y0)

∆y
=

x0 + ∆x − x0

y0 + ∆y − y0
=

(
f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x

)−1

,

& � � " ��< �� �C5���� ;!���:��C E�!�< ��
∆x

H
∆y → 0

�
-!�"�.� ��/�!��)�9"���& �#�!����� /$� )�� ��S E!���!�C ;���

���!�:��C ���5�� 6$�H � � "���!9S�25& "�� �������;� ��E!&�$ �5�
�#5)�5 �� ����:��� ��  !�"�� {y = f(x)} H ��#�� ��  !�"�� {x = ϕ(y)}�.& "��S��� �#�!����<

f
�
ϕ
H ��E�"�9 S ��

π
��  $�H � � "���!9 S�25&

"�� ����:��� �� �������;� ��E!&�$ �5� �!������ � �#$�� ���;��5�"
)�<  $��" �  $��"�<  ��/ �)�S���" ����:��� $ 5�5����<  ��!�����

xy��
yx

� ��!�"�9 S � ���" � !�5 � 0D� �

-

6
y

x

y0

x0

y = f(x)

�	 
� �� � G�����!�:��C ���5� E!�"�.� ��/�!��)�9"���& �#�!�����
/$� )�� �

45865�> �� �968 FB� 5657A :�?>77R BA;>F578� �?7AA :� � 
 � #

� *
 (
� �1'$� ,


f : (a; b) → (c; d)
�
g : (c; d) → (r; s)

, (,
-'0� 	0-#

x0 ∈ (a; b)

�
y0 = f(x0)

,-'1�. �
f ′(x0)

.*
g′(y0)

� �%(, . *$%� ,-'1 �
(g(f(x0)))

′ = g′(f(x0)) · f ′(x0).
���, �
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 �.& ��"�.2��� E�5. ���"��5�� �"�������< "�� �$.& � E!��
!�5��"

∆xn
H & � �#�;�S�25& �� �$.& H E����:��� :�!�� �

yn = f(x0 + ∆xn); ∆yn = yn − y0 = f(x0 + ∆xn) − f(x0) −→
n→+∞

0.

T�� � 5E!�"��$S�25& <�:� # ���� � �� �< �"�!����2 �
�� M � ���� E�5. ���"��5�� E!�!�5��" ����� "�� �.��� E��E�5. ���"�

��5�2 � ��5 ��:����9  �.2 �5�9 �.������" � �� �< )-,�
∆xnk

H
E!� & �<

∆ynk
6= 0

� T�� � ��!���S�� �

g(f(x0 + ∆xnk
)) − g(f(x0))

∆xnk

=

=
g(y + ∆ynk

) − g(y0)

∆ynk

· f(x0 + ∆xnk
) − f(x0)

∆xnk

,

�� E!�"� :�5���� �5����2�� ! �"��5�� �#�;�S�25& �� E!�"�� :�5�
���� !�"��5�� ���, � H & � �

k → +∞ �
� � M � ���� E�5. ���"��5�� E!�!�5��" ����� "�� �.��� E��E�5. ���"�

��5�2 � ��5 ��:����9  �.2 �5�9 �.������" � �� �< )-,�
∆xnk

H
E!� & �<

∆ynk
= 0

� T�� � H "!�<�"$9:� �5�$"���&
f ′(x0)

H ��S�� �
f ′(x0) = 0

� � .& "5�< ���$!�.2��<
k
��!���S�� �

0 =
g(f(x0 + ∆xnk

)) − g(f(x0))

∆xnk

= g′(y0) · f ′(x0).

M ��"�.2��5�� "�#�!$ E�5. ���"��5�� E!�!�5��" "�E.�"�9�2 �5�$�
"���& E�<����� 5 .������ /$� )��

g(f(x))
� ! �"��5�2 ���, � �

�� 
� 
 ��� ���� �������� ������������ �6�4� ��
45865�> �� 


(xα)′ = αxα−1 (
� )-,� x > 0;

(ax)′ = ax ln a; (loga x)′ =
1

x ln a
;

(sin x)′ = cosx; (cosx)′ = − sinx;

(tg x)′ =
1

cos2 x
; (ctg x)′ = − 1

sin2 x
;



�� �

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
; (arccos x)′ = − 1√

1 − x2
;

(arctg x)′ =
1

1 + x2
; (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
;

(sh x)′ = ch x; (ch x)′ = sh x;

(th x)′ =
1

ch2x
; (cth x)′ = − 1

sh2x
.

� 8?5F577R 
 4� �!�5��S�� "�� ���C���� ;!���)� H E!�"�.� ���<�� �
����& E�<����< � ��E�!�!"��5�2 �.������!��< /$� )�C �

�.& ��"�.2��;� �������;�
x

��S�� �

(x + ∆x)α − xα

∆x
= xα−1

(
1 + ∆x

x

)α

− 1

∆x
x

−→
∆x→0

αxα−1.

� � � 5��E���"� /$� )�&
y(x) = xα "����:��� � �.& "�� �S���<

x
H �� "5� ) � 5E�""����%���& �� �� 5E!�"��$9�25& � 6!�� ��;� H �.&

�������<
α

�
∆x

��!���S�� �

(0 + ∆x)α − 0α

∆x
= (∆x)α−1 −→

∆x→0+0

{ 0,
& � �

α > 1,
1,

& � �
α = 1,

+∞,
& � �

α < 1.
� �C5�� E�<���� 5��E���"�� /$� )��

y = xα $ ��:)�
x = 0

�� �5�$S
�.&

α ∈ (0; 1)
� � �����$ !��� "�52 �!����� ����:�� �� ;!�/ � �

y = xα$ ��:)� �D �D� �
� .& ��"�.2��< � �C5��;�

x
�� �������;�

a
��S�� �

ax+∆x − ax

∆x
= ax · a∆x − 1

∆x
−→

∆x→0
ax · ln a.

($� )�&
loga x

�#�!���� �� /$� )��
x = ay H ���$ ��S�� �

(loga x)′ =
1

ay ln a
=

1

x ln a
.

�.& ��"�.2��;� � �C5��;�
x

��S�� �

sin(x + ∆x) − sinx

∆x
=

2 · sin ∆x
2 · cos

(
x + ∆x

2

)

∆x
=

=
sin ∆x

2
∆x
2

· cos

(
x +

∆x

2

)
−→

∆x→0
cosx.



���

M /�!�$. �"�����& C E!�"�.� ��/�!��)�9"���& 5 .������ /$� �
)�� "�E.�"�S H � �

(cosx)′ =
(
sin
(π

2
− x
))′

= cos
(π

2
− x
)
·
(π

2
− x
)′

= − sinx.

M� E!�"�.�� ��/�!��)�9"���& "����% ���& /$� )�C ��S�� �

(�
�

x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sin x)′ cosx − sin x(cos x)′

cos2 x
=

=
sin2 x + cos2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
;

(
�
�
�

x)′ =
(cosx

sin x

)′
=

(cos x)′ sinx − cosx(sin x)′

sin2 x
=

=
− sin2 x − cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

($� )�&
arcsinx

�#�!���� �� /$� )��
x = sin y

� "����:��� ��
[−1; 1]

� M� E!�"�.�� �#:�5.���& E�<����� �#�!����� /$� )�� ��!����
S�� �

(��
����

x)′ =
1

cos y
=

1√
1 − x2

,

"!�<$"�"%� �������5�2
cos y

�.&
y ∈ (−π/2; π/2)

� 4����:�5 ��S�� �

(��
����

x)′ =
(π

2
− ��

����
x
)′

= − 1√
1 − x2

.

($� )�&
��
�
�
�

x
�#�!���� �� /$� )��

x = �
�

y
H � �

y ∈ (−π/2; π/2)
�

M� E!�"�.�� �#:�5.���& E�<����� �#�!����� /$� )�� ��S�� �

(��
�
�
�

x)′ =

(
1

cos2 y

)−1

= cos2 y =
1

1 + �
�2y

=
1

1 + x2
;

(��
��

�
�

x)′ =
(π

2
− ��

�
�
�

x
)′

= − 1

1 + x2
.

���.�;�:�� ��!���S�� �

(
��

x)′ =

(
ex − e−x

2

)′
=

ex + e−x

2
=

��
x;



���

(
��

x)′ =

(
ex + e−x

2

)′
=

ex − e−x

2
=

��
x;

(�
�

x)′ =

( ��
x

��
x

)′
=

(
��

x)′ · �� x − ��
x · (�� x)′

��2x
=

1
��2x

;

(
�
�
�

x)′ =

( ��
x

��
x

)′
=

(
��

x)′ · �� x − ��
x · (�� x)′

��2x
= − 1

��2x
,

�� �5����� ! �"��5�� � ��5. ��� 5E�""����% ���& ��2x − ��2x = 1
�

�� 
� 
 � ����7 ���8 ��������� � ��� ����
45865�> �� �� 56�>� 
 � $! % �1'$� ,� � '*�1)* #$-./ #& *
 �'%�%
�'*	#''� 1 .%	� ,

x0
� ) � $,
 )%'* & * �%� ,('1� .%

f ′(x0) = 0.
� 8?5F577R 
 4 � �.�

x0
�.&

x 6= x0
��S�� �

f(x) = f(x0) +
f(x) − f(x0)

x − x0
(x − x0).

-!����. ��$S�� )9 !�"��5�2 �
�� � � �

f ′(x0)
� ;!���)& "����% ���& E!�!�5�$ /$� )�� �� "�� �

E�"����;� E!�!�5�$ �!;$����$ � ������� H �� �

• �.&
x > x0

� ��5����2� ��.�;� � �.$
x0

��S�� �
f(x) > f(x0);

• �.&
x < x0

� ��5����2� ��.�;� � �.$
x0

��S�� �
f(x) < f(x0).

� � � � � �
f ′(x0) < 0

H �� �

• �.&
x > x0

� ��5����2� ��.�;� � �.$
x0

��S�� �
f(x) < f(x0);

• �.&
x < x0

� ��5����2� ��.�;� � �.$
x0

��S�� �
f(x) > f(x0).�.& ��;� H � �#

f(x0)
#$.� ��C#�.2%�� :� ��C���%�� " � �.�

x0���:���&� /$� )��
f
H ���#< ���� H � �#

f ′(x0) = 0.45865�> �� �
8;;< � 
# � $! % '#�#/ #/ )'* '* ),(/ ,�$1 �1'$� ,� '*�1
)* '* 
%�% $,'��� %('*$%)0� �'*	#'� , (0� #/ #'� ,
%)'* 1 )-,� )'1. 
/ ,�',� .%	$*� ��%�% ),(/ ,�$*� .% ,-'1 .*$* )'1./ ,�'� .%	$* ��%�%),(/ ,�$*� ) � $,
 �'*	#''� �%� ,('%3 (*'%3 �1'$� ,3 (%/ ,)'�  
0
�

%� +? '30 N(330 ;<�
B@ <I<AC D Q67-E5@0B2> 97/'97/2B C 9 (1+1 ,7-5 /'(6'95,34 9-(F(L3'-+1 @7 ,(;(9(F(M 73F')678L-2* 9'/(, +1 C



���

f ∈ C([a; b]) ∧ f(a) = f(b) ∧ (∀ x ∈ (a; b) ∃ f ′(x))
⇓

∃ c ∈ (a; b) f ′(c) = 0.
� 8?5F577R 
 � � � /$� )�&

f
5��.� ��

[a; b]
H ��

f ′(x) = 0
��

(a; b).� � � $ ��& �< ��: �<
(a; b)

/$� )�&
f

��#$"�S ���:��2 H "������
��< "��

f(a) = f(b)
H �� ��

c
"�#�!��� ��: $ �

(a; b)
H " & �C

f
��#$"�S

��C#�.2%�;� :� ��C���%�;� ���:���& ��
[a; b]

� M;���� � ���!���9
(�!�� H

f ′(c) = 0.45865�> �� �� >�6>7� � 
 � $! % �1'$� ,� '#�#/ #/ )'* '* ),(/ ,�$1 
(0� #/ #'� ,
%)'* 1 )-,� 
%�% )'1./ ,�',� .%	$*� � .% ,-'1 .*$* )'1. 
/ ,�'� .%	$* ��%�% ),(/ ,�$*� ) � $,
 �'*	#''� �%� ,('%3 (*'%3 �1'$� ,3(%/ ,)'�  ),('%� #''� �/ 0/ %-.1 �1'$� ,3 '* )-�%& 1 ),(/ ,�$1 (% �/ 0 
/ %-.1 */ �1& #'.1 � (%)� 0'0 ��%�% ),(/ ,�$* �
f ∈ C([a; b]) ∧ ∀ x ∈ (a; b) ∃ f ′(x)

⇓
∃ c ∈ (a; b) f ′(c) =

f(b) − f(a)
b − a

.

� 8?5F577R 
 F& �%/& 1
 * -$,'	#''0� �/ 0/ %-. ,) "�E.�"�S �� 5E!�"�
�����& $��" ���!��� I�..& �.& /$� )�� �

h(x) = f(x) − f(b) − f(a)

b − a
(x − a); h(a) = h(b) = f(a).

T��!��� � ��!���� 5�"�!��$S .�%� E!� �5�$"���& H � �� E!�  �.2�
 �5�2 "��E�"����< ��:� 

c
� � .& /$� )�� H ;!�/ � & �� E����� �� !�5 � 0�H

�� �< ��:� ' �

-

6
y

xa b

f(b)

f(a)

D
�	 
� ��� G!�/ � /$� )�� H � � ��S ' ��: � H �5�$"���& & �< 5�"�!��$�
S�25& ���!���9 � ��!���� �
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45865�> ��� �K 8Q :� 
 � $! % (), �1'$� ,3 ' #�#/ #/ )', '* ),(/ ,�$1 
(0� #/ #'� ,
%)', 1 )-,� )'1./ ,�',� .%	$*� ��%�% ),(/ ,�$*� �/ 0	%& 1
�%� ,('* %(', 3 � '0� 1 $%� ',
 .*$,
 .%	� , ),(& ,''* ),( '1
� � .%,-'1 )'1./ ,�'� .%	$* ),(/ ,�$*� ) � $,
 ),('%� #''� �%� ,('0� �1'$

� ,
 (%/ ,)'�  ),('%� #''� ),(�%),('0� �/ 0/ %-. ,) �0� �1'$� ,
 '* )-�%
& 1 ),(/ ,�$1

∀ f, g ∈ C([a; b]) ∧ ∀ x ∈ (a; b) ∃ f ′(x) ∧ ∃ g′(x) 6= 0
⇓

∃ c ∈ (a; b)
f ′(c)
g′(c)

=
f(b) − f(a)
g(b) − g(a)

.

� 8?5F577R 
 -�!% �� "5� H ��$"����� H � �
g(a) 6= g(b)

H ��� %� ��S��
5$E�!�:��5�2 � ���!���9 I�..& � ���"� )�S� ���!��� 5E!�"��$9�25&
�.& �� �� /$� )�� �

h(x) = f(x) − f(a) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
(g(x) − g(a)); h(a) = h(b) = 0,

���$ �5�$S �� �
c ∈ (a; b)

H E!� & ��$ �

h′(c) = f ′(c) − f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
g′(c) = 0.

�� 
� 
 ������6����8 ������ � ������ � � ����8
� 
� )-,�

x > −1
H
x 6= 0

��S�� �
x

1 + x
< ln(1 + x) < x.

���+�

8E!�"� � H
(ln(1 + x))′ = 1/(1 + x)

H ���$H �;���� � ���!���9 � ��!���� H
��!���S�� �

ln(1 + x) − ln 1

(1 + x) − 1
=

1

1 + c
,

��
c
!����%�"��� ��� D ��

x
� T�� � �������� �

x > 0 ⇒ 0 < c < x ⇒ 1

1 + x
<

1

1 + c
=

ln(1 + x)

x
< 1;

x < 0 ⇒ 0 > c > x ⇒ 1

1 + x
>

1

1 + c
=

ln(1 + x)

x
> 1.
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� �# ��!����� ��!�"��5�2 ���+� H ��5����2� E�������� ��!����� ���
!�"��5�� ��

x
�

� 
� )-,�
x > −1

,
α > 1

& * & % �
(1 + x)α ≥ 1 + αx,

���3�
(# / ,)',-. � -�/*)(� 1 . �-� 
0� # (
�

x = 0
� 8E!�"��$S�25& !�"�

��5�2 �
((1 + x)α)′ = α(1 + x)α−1.

M;���� � ���!���9 � ��!���� H �5�$S �� �
c
��� D ��

x 6= 0
H E!� & ��$ �

(1 + x)α − 1

x
= α(1 + c)α−1.

T��$ ��!���S�� �

x > 0 ⇒ 0 < c < x ⇒ (1 + x)α − 1

x
= α(1 + c)α−1 > α;

x < 0 ⇒ 0 > c > x ⇒ (1 + x)α − 1

x
= α(1 + c)α−1 < α.

� �# ��!����� ��!�"��5�2 ���3� H ��5����2� E�������� ��!����� ���
!�"��5�� ��

x
�

� 
� )-,� (,
-'0�
x
& * & % �

ex ≥ 1 + x.
" ,)',-. � -�/ *)(� 1 . �-�


0� # (
�
x = 0.

8E!�"� � H
(ex)′ = ex H � �.& x 6= 0

H �;���� � ���!���9
� ��!���� H �5�$S �� �

c
��� D ��

x
H E!� & ��$ �

ex − e0

x
= ec.

� !��$.2���� ��!���S�� �

x > 0 ⇒ 0 < c < x ⇒ ex − 1

x
= ec > 1;

x < 0 ⇒ 0 > c > x ⇒ ex − 1

x
= ec < 1.

� �# ��!����� ��!�"� �5�2
ex ≥ 1+x

H ��5����2� E�������� ��!�����
��! �"��5�� ��

x
�

� $! % P (x)
� & '%�%	
 #' -. #�#'�

n
�& ,''%3

x, ! % & * n / ,� 
'0� $%/ #',) x1 < x2 < x3 < · · · < xn,
.%

P ′(x)
& * 

n − 1
$%/ ,'�



���

x̃j ∈ (xj ; xj+1)
� / %�.*� %)*'0
 '* 	0-
 %),
 �/�& ,
 & ,� $%/ #'�&0

P (x)
� 8E!�"� � H E!� ��/�!��)�9"���� 5��E���"�� /$� )�� � � 5��E��2

����%$S�25& �� �H ���$
P ′(x)

� ���;�:.�� 5��E��&
n− 1

� 1 �  �����
�$ � "��!�� �"

[xj ; xj+1]
���;�:.��

P (x)
��� �5��.�C $ "�$�!�%��<

��: �< )2�;� "��!�� � H � �� C�;�  ��)&< ��!�"�9S D � M;���� � ���!��
��9 I�..& H �5�$9�2 �� �

x̃j ∈ (xj ; xj+1)
H E!� & �<

P ′(x̃j) = 0.
����

;�:.��
P ′(x)

� �.��25& �� .���C�� ���;�:.���
(x − x̃j)

H � � S "��S���
E!�5���� H ���$ "�� � �.��25& �� �<��C ��#$�� H & �C S ���;�:.����
(n − 1)

��;� 5��E��& � ��%�<  �!���" ���;�:.��
P ′(x)

�� ��S �

1 − C1
n

2
+

C2
n

3
− C3

n

4
+ · · · + (−1)n Cn

n

n + 1
=

1

n + 1
.

� �# ��"�5�� )� H !��;.&���� �� $ /$� )�9 �

f(x) = x − C1
n

2
x2 +

C2
n

3
x3 − C3

n

4
x4 + · · · + (−1)n Cn

n

n + 1
xn+1,

��
f(0) = 0.

��S�� �

f ′(x) = 1 − C1
nx + C2

nx2 − C3
nx3 + · · · + (−1)nCn

nxn =

= (1 − x)n =

(
1

n + 1
− (1 − x)n+1

n + 1

)′
.

� � � E�< ���� /$� )�� ������� ��!�"�9S �$.9 H �� "��� 5��.� ���" �
���!��$ � ��!���� � � � � � )& � /$� )�& " ����C ��:)� ��!�"�9 S �$�
.9 H �� "��� ������� ��!�"�9 S �$.9 � 45� )� 5��5$S�25& �� �� /$� )�� �

1

n + 1
− (1 − x)n+1

n + 1
− f(x).

T� �� :���� H ��S�� �

f(x) =
1

n + 1
− (1 − x)n+1

n + 1
,

�"�� 5� ��!���S�� �
f(1) = 1/(n + 1).
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 ������8 � ����7 ���8 �6�4� �� � ��� ����
45865�> ��� �96>?B;> � 89 :>>;R � 
# � $! % �/ *'0� , �'*	#'� �1'$

� ,
 %('%	*-'% (%/ ,)'��. � '1
� *�% '#-$,'	#''%-. ,� .% �/ *'0�� ),(
'%� #''� �0� �1'$� ,
 (%/ ,)'�  �/*'0� , ),('%� #''� ),(�%),('0� �%

� ,('0� �* 1& %)0 � ! % %-. *''� ,-'1 �






∀ x ∈ (a; b) ∃ f ′(x)
∀ x ∈ (a; b) ∃ g′(x) 6= 0[

c = a
c = b[
lim
x→c

f(x) = lim
x→c

g(x) = 0

lim
x→c

f(x) = lim
x→c

g(x) = ∞
lim
x→c

f ′(x)/g′(x) = L

⇒ lim
x→c

f(x)

g(x)
= L,

(# −∞ ≤ a < b ≤ +∞.

� 8?5F577R
�� 1�<�C

b
� � �C5�� :�5.� H ;!���)�

f(x)
�
g(x)

E!� E!&�$"����
x
��

b
��!�"�99�2 �$.9 H � ;!���)& "����%���& E�<����<

f ′(x)/g′(x)�.&
x → b

�5�$S � ��! �"�9S
L
�

b < +∞ ∧ lim
x→b

f(x) = lim
x→b

g(x) = 0 ∧ lim
x→c

f ′(x)

g′(x)
= L.

������:��� ��� ��E�!�!"��5�9 �
f(b) = g(b) = 0.

M;���� � ���!��
��9 � ��!���� H �.& ��"�.2��;�

x ∈ (a; b)
�5�$S �� �

z ∈ (x; b)
H

E!� & ��$ �
f(x)

g(x)
=

f(b) − f(x)

g(b) − g(x)
=

f ′(z)

g′(z)
.

M ��!�"��5��C
x < z < b

"�E.�"�S �5�����5�2 ��E.� �)��
x → b ⇒ z → b

� �"�!�����& ���!��� � ���.�;�:�� !��;.&��9�2
"�E��� 5 ��:����;�

a
�� �$.2�"�< ���:��2 ;!���)2 /$� )�C �

%� +>(9 �67-.57 ,' G (;+/730 ;<�� <@ <IJ?C D 71/(6 ;'6?(F( ;+,65L-2B7 ,2Q 'A6'-E+730-(F( L2.3'--4 ;<�A�C P 1 4B(95 ,7-' /1'6,:'--4 )53( .Q (69530(17-' 19'-? @7F730-+> Q (69+ C



���

� � 1�<�C ;!���)�
f(x)

�
g(x)

E!� E!&�$"����
x
��

+∞ ��!�"�99�2
�$.9 H � ;!���)& "����% ���& E�<����<

f ′(x)/g′(x)
�.&

x → +∞�5�$S � ��!�"�9S
L.

I��;.&���� �.&
x → 0 + 0

�
1/x → +∞ �� �

/$� )�� �

F (x) = f

(
1

x

)
; F ′(x) = − 1

x2
· f ′
(

1

x

)
;

G(x) = g

(
1

x

)
; G′(x) = − 1

x2
· g′
(

1

x

)
.

T�� � �������� �

F ′(x)

G′(x)
=

f ′(1/x)

g′(1/x)
−→

x→0+0
= L.

M� ��"������ !���%� �5�$9�2 �� � ;!���)� �

lim
x→0+0

F (x)

G(x)
= lim

x→0+0

f(1/x)

g(1/x)
= lim

x→+∞
f(x)

g(x)
= L.

���.�;�:�� !��;.&��9�2 "�E��� 
x → −∞ �� �$.2�"�< ���:��2

;!���)2 /$� )�C �
' � 1�<�C ;!���)� /$� )�C

f(x)
�
g(x)

E!� E!&�$"����
x

��
b
���

!�"�99�2 ∞ H � ;!���)& "����% ���& E�<����<
f ′(x)/g′(x)

�.&
x → b

�5�$S �� ��!�"�9 S
L
�

lim
x→b

f(x) = lim
x→b

g(x) = ∞ ∧ lim
x→b

f ′(x)

g′(x)
= L.

�� �� "�� ���S�� ���.�"�5�� ��;� H � �
b = +∞ �

1�<�C
a < y < x < b.

M� ���!���9 6�% � �5�$S �� � � �C5��
z
���

y
��

x
H E!� & ��$ �

f(x) − f(y)

g(x) − g(y)
=

f ′(z)

g′(z)
.

4����:�5 ��S�� �

f(x)

g(x)
=

f(x) − f(y)

g(x) − g(y)
· 1 − g(y)/g(x)

1 − f(y)/f(x)
=

f ′(z)

g′(z)
· 1 − g(y)/g(x)

1 − f(y)/f(x)
.



���

�.&
y
� ��5����2� ��.�;� � �.$

b < +∞ ���5����2� "�.� �;�
y�.&

b = +∞� E�!%�C 5E�"������ ��!�����;� "�!��$ & ��"�
;���� #.��2 �C ��

L
� � .& 5��.�;�

y
� �.&

x
� ��5����2� ��.�;�

� �.$
b < +∞ ���5����2� "�.� �;�

x
�.&

b = +∞� �!$;�C 5E�"�
������ & ��";���� #.��2 �C �� �H � "�52 ��#$�� & ��";����
#.��2 �C ��

L
� 4�E��� H  �.� �!;$����

x
E!&�$S �� .�"�� ��� �

����!"�.$ "����:���& /$� )�C H !��;.&��9�2 ���.�;�:�� �
-����� E!� .��� ��5��5$"���& E!�"�.� � �E���.& ��� �.� #�;��

�� !����;� � �

lim
x→e

lnα x −
(x
e
)β

x − e
=

α − β

e
,

#�
(
lnα x −

(x
e
)β)′

(x − e)′
= α · lnα−1 x · 1

x
− β ·

(x

e

)β−1

· 1

e
−→
x→e

α − β

e
.

lim
x→1

(
4
π ��

�
�
�

x
)α

− 1

lnx
=

2α

π
,

#�
((

4
π ��

�
�
�

x
)α

− 1
)′

(lnx)′
= α

(
4

π
��
�
�
�

x

)α−1
4

π

1

1 + x2
:

1

x
−→
x→1

2α

π
.

lim
x→0

1 − cosα x

sin2 x
=

α

2
,

#�
(1 − cosα x)′

(sin2 x)′
=

α cosα−1 x sin x

2 sinx cosx
=

α cosα−2 x

2
−→
x→0

α

2
.

� 
� (%),
 �'%�%
ε > 0

& * & % �
(lnx)′

(x−ε)′
=

1

x · (−ε)x−ε−1
= −xε

ε
−→

x→0+0
= 0 ⇒ lim

x→0+0
xε lnx = 0.

� 
� (%),
 �'%�%
p > 0

& * & % �
(lnx)′

(xp)′
=

1

pxp
−→

x→+∞
= 0 ⇒ lim

x→+∞
lnx

xp
= 0.



�� �

lim
x→0

(1 + x)1/x − e

x
= −e

2
,

#�

((1 + x)1/x − e)′

(x)′
=
(
ex−1 ln(1+x)

)′
= ex−1 ln(1+x) ·

x
1+x − ln(1 + x)

x2
,

��
ex−1 ln(1+x) = (1 + x)1/x → e

�� $��"� H � �
x → 0

� � !��$.2����
��!���S�� �

(
x

1 + x − ln(1 + x)
)′

(x2)′
=

(
1 − 1

1 + x − ln(1 + x)
)′

2x
=

=

1
(1 + x)2

− 1
1 + x

2x
= − 1

2(1 + x)2
−→
x→0

−1

2
.

� 
� (%),
 �'0�
p > 0

�
a > 1

& * & % �
lim

x→+∞
xp

ax
= 0.

���0�

4�#�!���
m = [p + 1]

� T�� � �.&
x > 1

�������� �

0 <
xp

ax
<

xm

ax
.

���7�

(xm)′

(ax)′
=

m

ln a
· xm−1

ax
, · · · ,

(xm)(m)

(ax)(m)
=

m!

lnm a
· 1

ax
−→

x→+∞
0

⇓

lim
x→+∞

(xm)(m)

(ax)(m)
= · · · = lim

x→+∞
(xm)′

(ax)′
= lim

x→+∞
xm

ax
= 0.

4!�<$"�"%� ��!�"� �5�2 ���7� H ��!���S�� !�"��5�2 ���0� �
� 
� .*$0� (%),
 �'0�

zj > 0
, (%),
 �'0�

αj ≥ 0
� �/ 0 � $0� �

n∑

j=1

αj = 1,



���

-�/*)(� 1 . �-� / ,)',-. � �

lim
x→0




n∑

j=1

αjz
x
j




1/x

=

n∏

j=1

z
αj

j .

8E!�"� � H �������� �

ln







n∑

j=1

αjz
x
j




1/x

 =

ln

(
n∑

j=1

αjz
x
j

)

x
−→
x→0

ln




n∏

j=1

z
αj

j



 ,

#�
(

ln

(
n∑

j=1

αjz
x
j

))′

(x)′
=

n∑
j=1

αjz
x
j ln zj

n∑
j=1

αjzx
j

,

� � �� $��"�
x → 0

�#�;�S�25& �� :�5.� �

n∑

j=1

αj ln zj = ln




n∏

j=1

z
αj

j



 .

�.& ��"�!% ���& ��"�����& ��5����2� "� �!�5���� ��E�!�!"��5�2
E� ���� �"�� /$� )��

ex �

�� 
� 
 ���4������8 �6�4� �� � �8�

45865�> ��= �� 86�?;> 45�;86>� 
# � #� *
 � �
(n + 1) / *� ,) (0� #
/ #'� ,
%)'* '* (a; b)

�1'$� ,� � � 
� (%),
 �'0�
x, x0 ∈ (a; b)

,-'1 .*$#
θ ∈ (0; 1)

� �/ 0 � $%& 1 �
f(x) =

n∑

j=0

f (j)(x0)

j!
(x − x0)

j +
f (n+1)(x0 + θ(x − x0))

(n + 1)!
(x − x0)

n+1.

���	�
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� 8?5F577R 
 �.&
x = x0

!�"��5�2 �:�"���� � �.& 5��.�;�
x 6= x0!��;.&���� /$� )�9 �!;$����$

z
�

u(z) = f(x) −
n∑

j=0

f (j)(z)

j!
(x − z)j − L

(n + 1)!
(x − z)n+1 =

= f(x) − f(z) − f ′(z)

1!
(x − z) − f ′′(z)

2!
(x − z)2 − · · · −

−f (n)(z)

n!
(x − z)n − L

(n + 1)!
(x − z)n+1,

��
L

� E�"�� 5��.� H ���:���& & �� "�#�!��� �� H � �#
u(x0) = 0

�
M�$"����� H � �

u(x) = 0
� M;���� � ���!���9 I�..& H �5�$S �� �

z0
�

����!"�.$ ���
x0

��
x
H E!� & ��$ �

u′(z0) = −f ′(z0) −
f ′′(z0)

1!
(x − z0) +

f ′(z0)

0!
−

−f ′′′(z0)

2!
(x − z0)

2 +
f ′′(z0)

1!
(x − z0) + · · · −

−f (n+1)(z0)

n!
(x − z0)

n +
f (n)(z0)

(n − 1)!
(x − z0)

n−1 +
L

n!
(x − z0)

n =

= −f (n+1)(z0)

n!
(x − z0)

n +
L

n!
(x − z0)

n = 0 ⇒ L = f (n+1)(z0).

4�#�!��� �

θ =
z0 − x0

x − x0
.

I�"��5�2 ���	� "�E.�"�S � !�"��5��
u(x0) = 0

�

�>??>�577R OJ 
 � */ . , 1)*�0 .*$, . )#/ (� #''� �
� � � 
�

n = 0
� %/& 1
 * �#

 %/* �#/ #.)%/�  . �-� '* �%/& 1
 1 -$,' 


	#''0� �/ 0/ %-. ,) . #%/ #& 0 � *�/*'� * �

 � �%/& 1
 1 �#

 %/* (
� x0 = 0

	*-.% '*�0)*�. � .*$%� �%/& 1
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 %/ #'*# �
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� � �-.*'',
 (%(*'%$ 1 �/ *),
 	*-.0', / ,)'%-. , ��
�� '*�0)*�. �
�*
0� $%)0& 	
 #'%& � %/& 1
0 �#

 %/ * 1 �%/& , � *�/ *'� * � � $

! % ),' �/�& 1 (% '1
� �/ 0 �/�& 1)*'', �%/� ($1 �%� ,('%3 (% '#
-$,'	#''%-. , �

n → +∞� � .% �'*	#''� �1'$� ,3 & %� '* �%(*.0.*$0& -.#�#'#)0& /� (%& �
f(x) =

+∞∑

j=0

f (j)(x0)

j!
(x − x0)

j .
��'D�

� 
� ��%�% (%-.*.'�%� ! %� ,-'1)*
 * -. *
 *� � $* %�& #� 1 �)#/ 

�1 *�-%
�.', )#
0	0'0 �%� ,('0� �1'$� ,3 )-,� �%/� ($,) (
� */ 

�1& #'. ,)� ! % 
 #� *. � 1 & #� *� ),(

x0
(%

x
�

∃ a > 0 ∀ t ∈ (0; 1) ∀ n ∈ N |f (n)(x0 +(x−x0)t)| < a.
��' ��

�%(, 1 / %�$
 *(#'', ��
�� *�-%
�.'* )#
0	0'* %-. *''�%�% (%
(*'$* %�& #� #'* �)#/ �1 	0-
 %&
a|x− x0|n+1/(n + 1)!

� ! % �� ,�*

 . �-� (% � �* 1& %)0

n → +∞ � ��/*)(,� (
� x
� ),(& ,''%�% ),(

x0
� & * & % �

|x − x0|n+1

(n + 1)!
:
|x − x0|n

n!
=

|x − x0|
n + 1

−→
n→+∞

0,

, )-, 	
 #'0 �%-
 ,(%)'%-. , {|x− x0|n/n!}n∈N

& %� '* %�& #� 0.0
�)#/�1 	
 #'*& 0 -�*('%3 �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3 � � $ �*)�%('%& *
0& �* *�-%
�.'%� )#
0	0'%� �'*& #''0$%& �
�(,
-'0)�0 �/ *'0	'0
 �#/ #� ,( n → +∞ 1 / ,)'%-. , ��
�� � %./ 0
& * & % / ,)',-. � ����� � � $! % )0�/*.0 x0 = 0,

.% %(#/� 0& %. *$, / %�$
 *(#''� �
ex = 1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · · ;

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · ;

cosx = 1 − x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · ;

ln(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− x4

4
+ · · · ;



���

(1 + x)α = 1 + αx +
α(α − 1)

2!
x + · · · +

+
α(α − 1)(α − 2) · · · (α − k + 1)

k!
xk + · · · ,

(# ./ 0 �#/�0� / %�$
 *(#''� -�/*)(� 1�. �-� (
� )-,� (,
-'0�
x
� * ()* %-. *'',� � (
�

x ∈ (−1; 1]
� � *-�/*)(, 1& %)* ����� (
�

x0 = 0
,
f(x) = ln(1 + x)

-�/ *)(� 1 . �-� 
0� # (
�
x ∈ [0; 1)

�
�('*$ (
�

x ∈ (−1; 1)
),('%� #''� $%� '%�% '*-.1�'%�% 	
 #'*/� (1 (% �%�#/ #('�%�% �/�& 1 (% x

� ! % �* *�-%
�.'%� )#
0	0 
'%� & #'� #� ',� � � �%& 1 	
 #'0 /� (1 & %� '* & *� %/ 1)*.0 �%�& #� 0.0 �)#/ �1 �* *�-%
�.'%� )#
0	0'%� � 	
 #'*& 0 -�*(
'%3 �#%& #./ 0	'%3 �/ %�/ #-,3 � , �'*& #''0$%& q ∈ (|x|; 1)
� �� ,� 
',-. � /� (1 (
� x = 1

)0�
0)* � .*$0� '#/ ,)'%-. #
 �
0 <

1

2n − 1
− 1

2n
=

1

2(n − 2)
− 1

2n
,

! % -�/ *)(� 1�. �-� (
� )-,�
n > 2

� 	'*
 %�,	'% (%-
 ,(� 1�. �
�� ,� ',-. � %-. *''�%�% / %�$
 *(#''� �

�� 
� 
 ������8 �����
π

�6��� �8�6

� 5�> � 

y(n) = (n − 1)! cosn y sin n

(
y + π

2

) �

� 8?5F577R �������� ��������:��� ���$ )�� � � T"�!�����& .���
5E!�"��$S�25& �.&

n = 1
�

y′ =
1

1 + x2
= cos2 y = (1 − 1)! cos y sin

(
y +

π

2

)
.

� � � �"�!�����& .��� 5E!�"��$S�25& �.& E�"��;� ���$!�.2���
;�

n
H ��

y(n+1) ��!�"�9S �
(
(n − 1)! cosn y sin n

(
y +

π

2

))′
=

= y′ d

dy

(
(n − 1)! cosn y sin n

(
y +

π

2

))
=

= (n − 1)! cos2 y
(
−n cosn−1 y sin y sin n

(
y +

π

2

)
+



���

+n cosn y cosn
(
y +

π

2

))
=

= n! cosn+1 y
(
cos y cosn

(
y +

π

2

)
− sin y sin n

(
y +

π

2

))
=

= n! cosn+1 y cos
(
n
(
y +

π

2

)
+ y
)

=

= n! cosn+1 y cos
(
(n + 1)y +

nπ

2

)
=

= ((n + 1) − 1)! cosn+1 y sin
(
(n + 1)

(
y +

π

2

))
.
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n + 1.��S�� �
cos 0 = 1; sin kπ/2 = 0

H & � �
k

2≡ 0
�
sin kπ/2 = 1

H & � �
k

4≡ 1
�
sin kπ/2 = −1

H & � �
k

4≡ 3
�

T� �� :���� H �.& ��"�.2��;�
x ∈ [−1; 1]

�#�;�S�25& �� �C !&� �

arctg x = x − x3

3
+

x5

5
− x7

7
+

x9

9
− x11

11
+ · · · ,

�"�� 5� ��!���S�� �

π = 4 arctg 1 = 4

(
1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ · · ·

)
=

= 6 arctg
1√
3

= 2
√

3

(
1 − 1

3 · 3 +
1

5 · 32
− 1

7 · 33
+ · · ·

)
=

= 3, 141 592 653 589 793 ... .
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∀ x1, x2 ∈ (a; b) x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2)
⇓

∀ x ∈ (a; b) ∃ f ′(x) ⇒ f ′(x) ≥ 0;



���

∀ x1, x2 ∈ (a; b) x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2)
⇓

∀ x ∈ (a; b) ∃ f ′(x) ⇒ f ′(x) ≤ 0,(# −∞ ≤ a < b ≤ +∞ �

� 8?5F577R 
 T"�!�����& ���!��� � ��5. ��� ����:���& E�<����� ��
���������5�� /$� )�� �
45865�> ��O �F8B>>>7 : ?�8?B 75B>68C8� �878>8778B> :� 
 � $
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�'#(%(*.'*� � .% �1'$� ,� '# -�*(* �),(�%),('% '# �/ %-.* � '* ��%& 1,'. #/ )*
 ,�

∀ x ∈ (a; b) f ′(x) ≥ 0
⇓

∀ x1, x2 ∈ (a; b) x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2);

∀ x ∈ (a; b) f ′(x) ≤ 0
⇓

∀ x1, x2 ∈ (a; b) x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2),(# −∞ ≤ a < b ≤ +∞ �
� 8?5F577R 
 � � �

x1, x2 ∈ (a; b)
�
x1 < x2

H �� H �;���� � ���!���9
� ��!���� H �5�$S �� �

c
���

x1
��

x2
H E!� & ��$ �

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
= f ′(c) ⇔ f(x2) = f(x1) + f ′(c)(x2 − x1),
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f
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 .%	� , ��%�% �/ %& ,� $1 ,-'1 �  '#),( � &'%� �'#(%(*.'%�� , '#
& * � ,(,'. #/ )*
 1 � '* � $%& 1 )%'* ��%� ,('*� .%.%� '% (%/ ,)'�  
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 M;���� � E�E�!���2�9 ���!���9 H /$� )�&

f
H E�<����

& �� ��"�� �S��� ������ ���� � H �� 5E���S ��� �!�5��S� � � �"����� "�� 5$�
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c < d

� E!����  $ ��5�!�;�� �����
�����5��

f(x)
H E!� & �<

f(c) = f(d)
H ��

f(x)
5��.� ��

[c; d].
� �����$

!���
f ′(x) = 0

��
(c; d)

H � � 5$E�!�:��2 $��"� ���!��� �
I��;.&����  �.2 � E!� .�� �" ��5��5$"���& ��"�����< ���!�� �
�1'$� ,�

y(x) = x − sin x
& %'%.%''% �/ %-. * � #� � � E�< ����

y′(x) = 1 − cosx
�

������� �.& "5�< � �C5��<
x
H �� "��&� ��

x = 2kπ
H � �

k
� )�.� �

�1'$� ,�
y(x) =

(
1 +

1

x

)x

= ex ln(1+ 1
x
)

�/ %-. * '* $%� '%& 1 � ,'. #/ )*
 ,) (−∞;−1)
.*

(0; +∞)
� *
 # '# �/ %-
.* '* 3�'�%& 1 %� � ('*'',� 8E!�"� � H ��S�� �

y′ =

(
1 +

1

x

)x (
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

)
.

1�  �����$ �� " �����< ����!"�.�" E�!%�C 5E�"������ �������C H
� " �!$;��$ 5E�"������ $

1

x
> −1 ⇒ ln

(
1 +

1

x

)
>

1/x

1 + 1/x
=

1

1 + x

���" � ��!�"��5�2 ���+�� � -!� )2��$
(e; +∞)

��
(1; e)

� �#.�5�� ���:��2
/$� )�� "��E�"���� ��

(−∞;−1)
�
(0; +∞)

�
� 
� (%(*.'0�

a 6= b
�1'$� ,�

y(x) =

(
a + x

b + x

)b+x

=

((
1 +

a − b

b + x

)(b+x)/(a−b)
)a−b

�/ %-. * '* (0; +∞)
H #� S 5$E�!E���)�S9 �� �< ���������< /$� )�C �

y1(x) =
b + x

a − b
; y2 =

(
1 +

1

x

)x

; y3(x) = xa−b,

��
y1(x)

��
y3(x)

����:�5�� 5E���9�2 �#� �!�5��9�2 ��.���� "��
��� � !����)�

a − b
H �

y2(x)
��������� �!�5��S �
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y(x) = x−1 ln(1 + x)

-�*(* '*
(0; +∞)

),(
1
(% D H #�

y′(x) =
1

x2
·
(

x

1 + x
− ln(1 + x)

)
< 0

���" � ��!�"��5�2 ���+�� �
� $! % 0 < a < b

� .% �1'$� ,�
y(x) = ln(1 + ax)/ ln(1 + bx)

�/ %-. * '*
x ∈ (0; +∞)

),(
a/b
(% ��

y′(x) =
1

ln2(1 + bx)
·
(

a

1 + ax
ln(1 + bx) − b

1 + bx
ln(1 + ax)

)
=

=
ab

(1 + ax)(1 + bx) ln2(1 + bx)
· g(x),

��

g(x) =
1 + bx

b
ln(1 + bx) − 1 + ax

a
ln(1 + ax),

g′(x) = ln(1 + bx) − ln(1 + ax) > 0

�.&
x > 0

� � .& �������<
x

5E!�"��$S�25& ��!�"��5�2
g(x) > 0

H #�
g(0) = 0

H � /$� )�&
g
�!�5��S ��

[0; +∞)
� *��� H

y′(x) > 0
�.& ������

��<
x
�

� #� *

y(x) = xα − αx + α − 1.

�%(, & * & % �
α ∈ (−∞; +∞)\[0; 1] ∧ x ∈ (0; +∞)\{1} ⇒ y(x) > 0;

��'��
α ∈ (0; 1) ∧ x ∈ (0; +∞)\{1} ⇒ y(x) < 0.

��''�
M�$"����� H� �

y(1) = 0.
��5.���"%� ��� 

y′(x) = α(xα−1−1),
��S�� �

• �� $��" H ��E�5���< $ ��'�� .�"�!$: H /$� )�&
y
5E���S ��

(0; 1]
�

�!�5��S ��
[1; +∞)

�
• �� $��" H ��E�5���< $ ��'' � . �"�!$: H /$� )�&

y
�!�5��S ��

(0; 1]� 5E�� �S ��
[1; +∞)

�

�� 
�� 
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%�% )'1./ ,�',
 .%	� ,� & %� 
0)%� �* )0'�.$%& )'1./ ,�'�%3 . %	$0
x0

��%�% �/ %& ,� $1 � � $! % �%� ,('*
f ′(x)

�& ,'�  �'*$ �
+
'* − �� −'*

+
� �/ 0 �/ %-. *'', */ �1& #'.1 x 6= x0

, �#/ #� %(, 	#/ #� �'*	#''�
x0

� .%
f(x)

)
x0
& * 
 %$*
 �'0
 & *$-0& 1& �& ,',& 1&� � .%�.% �

∃ ε > 0

{
∀ x∈ (x0 − ε; x0) f ′(x) > 0
∀ x∈ (x0; x0 + ε) f ′(x) < 0

⇒ f(x0) = max
x∈(x0−ε;x0+ε)

f(x);

∃ ε > 0

{
∀ x∈ (x0 − ε; x0) f ′(x) < 0
∀ x∈ (x0; x0 + ε) f ′(x) > 0

⇒ f(x0) = min
x∈(x0−ε;x0+ε)

f(x).

� 8?5F577R 
 M ���!��� �D+ E!� ��5����� $��"� 5�!�;�� ���������5��
"�E.�"�S H � � �5�$S

ε
�� �.

x0
H & �C E�� �.&S�25& ��: �9

x0
�� ����!"��

.� �!�5����& � 5E�����& ��#� ��"E� � � /$� )��
f(x)

H � � " )�C ��:)�
��#�!�S ��C#�.2%�;� ���C���%�;� � ���:���& �

1�E!� .�� H �.&
f(x) = |x| ��C���%� ���:���& /$� )�� � �5&;��

S�25& $ ��:)�
x0 = 0

�
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 � %-.*.'�%� 1& %)%� -�/ *)(� #''� 1& %) . #%/ #
&0 ���  / ,)',-. �

f ′(x0) = 0
.* �'*$%-. *
 ,-. �

f ′′(x) 6= 0
� (/ 1�%3

�%� ,('%3 � ) %$%
 ,
x0

�

• � $! % f ′′(x) < 0
1 ��%& 1 %$%
 ,� .% )

x0
�1'$� ,�

f
& * 
 %$*
 �
'0
 & *$-0& 1& �

• � $! % f ′′(x) > 0
1 ��%& 1 %$%
 ,� .% )

x0
�1'$� ,�

f
& * 
 %$*
 �
'0
 & ,',& 1& �

�.& ���<������& ��C#�.2%�;� �� ��C���%�;� ���:��2 /$� )��
�� "��!�� $ ����� "� �!�5���� E����� ���:� �"�!�����& �
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 �� # 	0 '*
& #'� # �'*	#''� '* ),(/ ,�$1
[a; b]

� ! % '*
 #� 0. � (% %�
 *-. , )0�'*	#''� �1'$� ,3
f(x)

� $ � ,(& '%

� 0'*� (%-� �* . �-� �1'$� , �

f(x)
1 .%	� ,

x0
� .%

x0
� %(0' � $,'� ,)),(/ ,�$* *�% f ′(x0) = 0

� *�% �%� ,('* �1'$� ,3
f(x)

1 .%	� ,
x0
'# )0 
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(a; b)
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f ′(x)
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 � $! % f ′′(x)
� (/ 1�*

�%� ,('* �1'$� ,3
f(x)

� (%(*.'* �),( � & '*� '* ,'. #/ )*
 , (a; b)
� .%

f(x)
-./ %�% %�1$
 * )'0� �)�%/ 1� '* ��%& 1 ,'. #/ )*
 ,�

� 8?5F577R 
 1�<�C
x1 < x2

� ��"�.2� � ��: � ����!"�.$
(a; b)

� M�$"��
���� H � �

x1 −
x1 + x2

2
=

x1 − x2

2
; x2 −

x1 + x2

2
=

x2 − x1

2
.

M;���� � ���!���9 �D� H �5�$9�2 �� � �

c1 ∈
(

x1;
x1 + x2

2

)
; c2 ∈

(
x1 + x2

2
; x2

)
,

E!� & �< �

f(x1) = f

(
x1 + x2

2

)
− f ′

(
x1 + x2

2

)
· x2 − x1

2
+

f ′′(c1)

2!
·
(

x2 − x1

2

)2

;

f(x2) = f

(
x1 + x2

2

)
+ f ′

(
x1 + x2

2

)
· x2 − x1

2
+

f ′′(c2)

2!
·
(

x2 − x1

2

)2

���" � /�!�$.$ T�C.�!� �.&
n = 1

H � � "�#!���
x0 = (x1 + x2)/2

� �
� ���"%� .�"� �� E!�"� :�5���� ��!�����< !�"��5��C H ��!���S�� �

f(x1) + f(x2) = 2f

(
x1 + x2

2

)
+

f ′′(c1) + f ′′(c2)

8
· (x2 − x1)

2.

� !��$.2���� �������� �
{

f ′′(c1) > 0
f ′′(c2) > 0

⇒ f(x1) + f(x2)

2
> f

(
x1 + x2

2

)
;

{
f ′′(c1) < 0
f ′′(c2) < 0

⇒ f(x1) + f(x2)

2
< f

(
x1 + x2

2

)
,

� � C E��!�#�� #$.� ��"�5�� �
=>B; :F8A =� 
 � $! % (/ 1�* �%� ,('* �1'$� ,3 � � '#�#/ #/ )'%3 '* ),(/ ,� 
$1

[a; b]
� (%(*.'* �),( � & '*� '* ,'. #/ )*
 , (a; b)

� .% � -./ %�% %�1$
 *)'0� �)�%/ 1� '* ),(/ ,�$1 [a; b]
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ε
� �/ 0 � $%& 1 (/ 1�* �%� ,('*

f ′′(x)
�& ,'�  �'*$ �

+
'* − ��

− '* +
� �/ 0 �/ %-. *'', */ �1& #'.1 x 6= x0

, �#/ #� %(, 	#/ #� �'*	#''�
x0

�

{
∀ x ∈ (x0 − ε; x0) f ′′(x) > 0
∀ x ∈ (x0; x0 + ε) f ′′(x) < 0

∨{
∀ x ∈ (x0 − ε; x0) f ′′(x) < 0
∀ x ∈ (x0; x0 + ε) f ′′(x) > 0

,

.%
x0

� .%	$* �#/ #�0'1 �1'$� ,3 � �
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 ���4���� ���� ��� ���8 �6�4� ��
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y(x) = x3e−x2 � �%�1(1)*.0 33 �/*
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(−x)3e−(−x)2 = −x3e−x2 �
, � ($� )�& ��E�!����:�� ���" � E!����  � ���������5��� �
+ �

y′(x) = 3x2e−x2 − x3e−x2 · 2x = x2(3 − 2x2)e−x2 ����9S ��� �

• � − ��
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• �
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+
√

3/2
�
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lim
x→∞

x3

ex2 = lim
x→∞

3x2

2xex2 = lim
x→∞

3x

2ex2 = lim
x→∞

3

4xex2 = 0.
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• 5E���S ��
(−∞;−

√
3/2]

"�� D �� −(3/2e)3/2 ≈ −0, 36
�
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√
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√
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(3/2e)3/2 �� D �
3 �

[−(3/2e)3/2; (3/2e)3/2]
� �#.�5�2 ���:��2 /$� )�� �

0 �
y′′(x) = (6x − 8x3)e−x2 − 2x(3x2 − 2x4)e−x2

=

= (4x5 − 14x3 + 6x)e−x2

= 2x(2x2 − 1)(x2 − 3)e−x2
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y(x) = lnx + 2/x
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y′(x) =
1

x
− 2

x2
=

x − 2

x2
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lim
x→0+0

(
lnx +

2

x

)
= lim

x→0+0

x ln x + 2

x
= +∞ ⇐ lim

x→0+0
x lnx = 0.
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y(2) = ln 2 + 1 ≈ 1, 7
�

• �!�5��S ��
[2; +∞]
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ln 2 + 1
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3 �
[ln 2 + 1; +∞)
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y′′(x) = − 1
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4 − x

x3
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y(x) = sin x+ 1
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2kπ
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+ �

y′(x) = cosx+cos 3x = 2 cosx cos 2x
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π/2+2kπ

H � �
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2
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4
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√
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√
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0 � 4!�<�"$9:� H � �

sin 3x = sin(x + 2x) = sin x cos 2x + cosx sin 2x =
= sin x(1 − 2 sin2 x) + 2 sinx(1 − sin2 x) =
= sin x(3 − 4 sin2 x),

��S�� �

y′′(x) = − sinx − 3 sin 3x = − sin x − 3(3 sinx − 4 sin3 x) =
= 12 sin3 x − 10 sinx = 2 sinx(6 sin2 x − 5).

-����:���
ϕ = arcsin

√
5/6
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y′′(x)
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� �E$ .� ";�!$ �

• ��
[−ϕ + 2kπ; 2kπ]
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y = sin x

y = sin2 x − 5/6

y = sin x(sin2 x − 5/6)
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y′′(x) = 2 sinx(6 sin2 x − 5).
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y(x) = sin x +
sin 3x

3
= sin x +

3 sinx − 4 sin3 x

3
=

= 2 sinx

(
1 − 2

3
sin2 x

)
.
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y = sinx + 1
3 sin 3x
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y(x) = (x−3)3(x−2)−2 , �%�1(1)*
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y′(x) = (x − 3)2(x − 2)−3(3(x − 2) − 2(x − 3)) =
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y′′(x) = (x− 3)(x− 2)−4((x− 3)(x− 2)+ 2x(x− 2)− 3x(x− 3)) =

= 6(x − 3)(x − 2)−4 ����9S ��� � − ��
+
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y(x)
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(0;−27/4)
�

�D �
y(x) = ((x − 2) − 1)3(x − 2)2 =

= ((x − 2)3 − 3(x − 2)2 + 3(x − 2) − 1)(x − 2)−2 =
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f(x) = const
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y = f(x)
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y = const
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f(x)
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lnx = ax.
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x−1 lnx = a.��5.�����

f(x) = x−1 lnx
�
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(0; +∞)
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f ′(x) = (1 − lnx)/x2 ����9S ��� �
+

�� − "
e
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f(x)

���" � !�5 � 07 � �

• �!�5��S ��
(0; e]

"�� −∞ ��
1/e
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[e; +∞)
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1/e
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1/e
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y = x−1 lnx
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lnx = ax
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• ��S S����C � �C5��C !��" �&�� H & � �
a ≤ 0
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a = 1/e
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• ��S �"� �������< !��" �&� � H & � �

0 < a < 1/e
�
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a > 1/e
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f(x) = ax/x.
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f(x)
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x 6= 0.
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f(x)
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�� �#.�5�� "����:���& � � �S�� �

f ′(x) = ax · x ln a − 1

x2
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1/ lna
H � � S
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• 5E�� �S ��
(−∞; 0)

"�� D �� −∞ �
• 5E�� �S ��
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e ln a
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e lna
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ln a

e ln a
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y = ax/x
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(0; +∞)

"��
+∞ �� D �



���

-
x

D−1/ lna

−e lna

6
y

�	 
� �� � G!�/ � /$� )��
y = ax/x
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a = 1
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1/b
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b 6= 0
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b = 0
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a > 1
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b < 0
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b = e lna
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�
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�

• & � �
0 < a < 1
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f : (a; b) → (c; d), ϕ : (c; d) → (a; b)
� )�* &'%%�#/ '#', -./ %�% & %'%.%'', (),	 , (0� #/ #'� ,
%)', �1'$� ,3� �/ 0	%& 1 �-./ %�% %�1$
 * 
 .*$*� �/ 0 � $,
 (
� (%),
 �'%�%

x ∈ (a; b) f ′(x) 6= 0.�%(, & * & % �
• � $! % � -�*(* � .% � .* ϕ

& *�. � %(0' , .%
 -*& 0
 '*�/�&%�1$
 %-. ,�
• � $! % � �/ %-. * � .% � .* ϕ
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y ∈ (c; d)

"�#�!��� �
x = ϕ(y) ∈ (a; b)

�
M;���� � E!�"�.�� ��/�!��)�9"���& �#�!����� /$� )�� H ��S�� �

ϕ′(y) =
1

f ′(x)
=

1

f ′(ϕ(y))
.
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ϕ′′(y) =
d

dy

1

f ′(x)
=

dx

dy

d

dx

1

f ′(x)
=

1

f ′(x)

(
− f ′′(x)

(f ′(x))2

)
=

= − f ′′(x)

(f ′(x))3
.
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ϕ′′(y) = −����
f ′(x) · ���� f ′′(x).
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f : R → R
�
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F ′(x) = f(x).��#/ '#'1 (% (0� #/ #'� ,� )*''� %�#/ *� ,� � �%� 1$ �#/ ),-'%3 � '*
�0)*�. � ,'. #�/ 1)*''�& �
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• "����:�S�25& � ��:��5�9 �� 5��.�< �� E!���� �< H �� & � !��#��
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F (x)

H
G(x)

� E�!"�5�� /$� )��
f(x)

H
C

� 5��.� � T�� � ��S�� �

(F (x) + C)′ = F ′(x).

T� �� :���� H ������� E�!"�5��< �� ����9 S�25& �,')*/ ,*'.'*� "�� �
��5�� �E�!�)�� ��� �"���& 5��.�� � 4����:�5

(F (x) − G(x))′ = F ′(x) − G′(x) = f(x) − f(x) = 0,

���$H �;���� � /�!�$.�9 5 ��:����< E!�!�5��" ����!���9 � ��!���
�� � H ! ����)&

F (x)−G(x)
� 5��.� �� E!����  $ � �#.�5�� "����:���& �

1� �5�$S E�!"�5�� �� �� /$� )�� �

f(x) =

{
0, x ≤ 0,
1, x > 0.

%� (:321( P 6+@-2* ./732* ,34 6+@-2* ;6(9+:B+1 C



���

� #� E�!"�5�� �5�$"�.� H �� �.& ���������< �!;$�����"
x

#$.� #�
5��.�9 H � �.& �������<

x
��.� #� �� �C "�;.&� �

x + C
� 4!�<�"$9:�

"���;$ ��E�!�!"��5�� H ��!���.� #� /$� )�9 �

F (x) =

{
C, x ≤ 0,
x + C, x > 0,

� � �� ��S E�<����� $ ��:)�
x = 0

�
��7>@577R ���
 � #)0�'*	#'0
 ,'. #�/ *
 �1'$� ,3 � � &'%� 0'* )-,�33 �#/ ),-'0� � � $1 �%�'*	*�. � .*$# � ∫

f(x) dx.
�1'$� ,�

f(x)
1 ��%
& 1 �%�'*	#'', '*�0)*�. � � ,(,'. #�/ *
 �'%� �1'$� , � � )0/ *� f(x) dx� � ,(,'. #�/ *
 �'0& )0/ *�%& � � 
� �%�'*	#''� */ �1& #'.1 � ,(,'. #


�/*
 �'%3 �1'$� ,3 & %� '* )0$%/ 0-. %)1)*.0 �1(�
� $1 
 ,. #/ 1 �
� #/ ),-'1 )0�'*	*�. � � .%	',-.� (% -. *
 %3� .%& 1 '*(*
 , & '%


� 0'1 �#/ ),-'0� � '#)0�'*	#'0
 ,'. #�/*
 � �*�0-1)*.0& #& % 1 .*
$%& 1 )0�
� (,�
F (x) + C

� (#
F (x)

� %('* � �#/ ),-'0� �
(∫

f(x) dx

)′
= f(x),

��', �
�� E�< ���$ ����;!�.� !��$��S�� & E�<���$ ����;� � C�;� E!��5��"�
�� �" �
45865�> ���
 ��/ *)(� 1�. �-� .*$, �/*)0
 * ,'. #�/ 1)*''� �

� � � #/ ),-'* -1& 0 (%/ ,)'�  -1& , �#/ ),-'0�� �
∫

(f(x) + g(x))dx =

∫
f(x) dx +

∫
g(x) dx.

��'+�


 � �.*
0
 &'%� '0$ & %� '* )0'%-0.0 �* �'*$ ,'. #�/ 1)*''� �
∫

c f(x) dx = c

∫
f(x) dx.

��'3�

%� ' ;(@-7L'--4 @7;6(17,21 G '>)-+E P @-7B +-/'F6737 ∫ D /67-.Q (69(17-73 +/'67 � ;;'6?7 3+/'67 37/2-.0B(F( .3(17 ���� �C C
F�595 -'12@-7L'-2* +-/'F673 +1 D 9-(:2- D ;(/6+)-( 6(@59+/2 4B 9-(:2-51.+* 9(:3212* .59 1+,;(1+,-2* ;'61+.-2* C 
-73(F+L-' /3597L'--4 97M/0 +-? +762Q9'/2L-+ , +8 @ +-/'F673792 C K5/ + -7,73 + ;62;5.B7</0.4 +.-517--4 1.+* ;'61+.A-2* P ;6( 4B+ >,'/0.4 C



���

� � +%� '* ,'. #�/ 1)*.0 �* (%�%& %�%� � ,(-. *'%)$0 � � $! % � ,(,'
.#�/ *
 �'* �1'$� ,� � �%� ,('* -$
 *(#'%3 �1'$� ,3 # �
∫

F ′(ϕ(x)) ϕ′(x) dx = F (ϕ(x)) + C.
��'0�

� � +%� '* ,'. #�/ 1)*.0 �* 	*-.0'*& 0� �
∫

u′(x) v(x) dx = u(x) v(x) −
∫

u(x) v′(x) dx.
��'7�

� 8?5F577R ���!��� �"����25& �� E�!�"�&��& E�<����< .�"�< �� E!��
"�< :�5��� !�"��5��C ��'+� �'7� E�5.& "� �!�5����& �������5�� ��', �
� E!�"�. ��/�!��)�9"���& �

��
2 
 ���� ���� ������������ �6�4� ��
45865�> ��= 
 �-'1�. � .*$, ,'. #�/ *
0 �

∫
xαdx =

xα+1

α + 1
+ C, α 6= −1;

∫
dx

x
= ln |x| + C;

∫
axdx =

ax

ln a
+ C;

∫
sin x dx = − cosx + C;

∫
dx

sin2 x
= −ctg x + C;

∫
cosx dx = sin x + C;

∫
dx

cos2 x
= tg x + C;

∫
dx

1 + x2
= arctg x + C;

∫
dx√

1 − x2
= arcsin x + C;

∫
sh x dx = ch x + C;

∫
ch x dx = sh x + C;

∫
dx

sh2x
= −cth x + C;

∫
dx

ch2x
= th x + C.

%&7,73 + ;62 +-/'F6517--+ 9'/(,(9 ;+,./7-(1B2 ,34 12, +3'--4 .;+19-(: -2B+1
;+,+-/'F6730-(8 Q5-BE+8 + @ 9'/(M 5-2B-'--4 -'()* +,-(./+ (;2.5 /(F( P 4B7 @79+-7
6()2/0.4 P 12B(62./7<9( /7B+ ;(@-7L'--4 �
∫

F ′(ϕ(x)) ϕ′(x) dx =
∫

F ′(ϕ(x)) dϕ(x) =
∫

dF (ϕ((x)) = F (ϕ((x)) + C.F:2B(62./(15</0.4 > /7B7 Q (697 @7;2.5 �
∫

v(x) du(x) = u(x) v(x) −
∫

u(x) dv(x).



���

� 8?5F577R ���!��� �"����25& �� E�!�"�&��& E�<����< E!�"�< ��
.�"�< :�5��� !�"��5��C � "� �!�5����&� �������5�� ��', � � E!�"�.
��/�!��)�9"���& �5��"��< �.������!��< /$� )�C �
�>??>�577R O� 
 �'. #�/ 1�	0 � �%./ ,�'% )/ *� %)1)*.0 .*$# �

� � � #/ ),-'* #
 #& #'.*/ '%3 �1'$� ,3 ' # %�%) ���$%)% #
 #& #'. */ '*�1'$� ,� � � *�/ 0$
 *(� (
� (%),
 �'%�% '*.1/*
 �'%�%
n

�#/ ),-' ,�1'$� ,

x−n sin x, x−n cosx, x−nex '#  #
 #& #'. */ '0& 0 �1'$


� ,�&0 �

 � � $! % %�
 *-. � )0�'*	#''� � ,(,'. #�/ *
 �'%3 �1'$� ,3 � '#  �/ %
& ,� $%& � .% (%(*'%$ � 1 �%/& 1
 , (
� '#)0�'*	#'%�% ,'. #�/*
 *),(�%),(* / ,�'0& -. *
0& (
� / ,�'0� �/ %& ,� $,) � � ,(& '%� 0'%�
 *-. , )0�'*	#''� � � � *�/ 0$
 *(� &'%� 0'* �#/ ),-'0� �1'$� ,3

f(x) = 1/x
)0	#/ �1 . �-� �1'$� ,�& 0 .*$%�% )0 �
� (1 �

F (x) =

{
ln |x| + C−, x < 0,
lnx + C+, x > 0.

� #/ ),-'%� (
� �1'$� ,3
f(x) = cos−2 x

 �1'$� ,� �
F (x) = �

�
x + Ck,

��
x ∈ (−π/2 + kπ; π/2 + kπ), k ∈ Z,* {Ck}+∞

k=−∞
� (%),
 �'* �%-
 ,(%)',-. � (,
-'0� 	0-#
 �

��
� 
 ���4���� ��7646 ���� �����
1�"����:���C ����;!�. ���<��&�2 �"�����&� �� ��E���;�9 E!�"�.

����;!$"���& %$ ���;� ����;!�.� �� "�� ���C����< # �
∫

tg x dx =

∫
sin x

cosx
dx =

∫
−d cosx

cosx
= −

∫
d ln | cosx| =

= − ln | cosx| + C;∫
ctg x dx =

∫
cosx

sin x
dx =

∫
d sin x

sinx
=

∫
d ln | sin x| =

= ln | sinx| + C;
%O671237 @-7*(,:'--4 +-/'F673 +1 /7 L2.3'--+ 6'@530/7/2 (;5)3 +B(17-( 5 .;'AE+730-+> ,(1+,B(1+> 3 +/'67/56+ P -7;62B37, P 5 /7B+> ;67E+ � O65,-2B(1 
 C O CP �62LAB(1 � C 
 CP � 76�L'1 	 C � C �-/'F673� 2 64,� C D � C� &75B7 P <A= < C D IA= . C



���

∫ 


n∑

j=0

ajx
j



 dx =

n∑

j=0

∫
ajx

j dx =

n∑

j=0

ajx
j+1

j + 1
+ C;

∫
dx

x(x − 1)
=

∫ (
1

x − 1
− 1

x

)
dx = ln |x − 1| − ln |x| + C =

= ln

∣∣∣∣
x − 1

x

∣∣∣∣+ C;

∫
dx

x2(x2 + 1)
=

∫ (
1

x2
− 1

x2 + 1

)
dx = − 1

x
− arctg x + C;

∫
x dx

3
√

x + 1
=

∫ (
x + 1
3
√

x + 1
− 1

3
√

x + 1

)
dx =

=

∫
(x + 1)2/3d(x + 1) −

∫
(x + 1)−1/3d(x + 1) =

=
3

5
(x + 1)5/3 − 3

2
(x + 1)2/3 + C =

=

(
3

5
x − 9

10

)
(x + 1)2/3 + C;

∫
cos2 x dx =

∫
1 + cos 2x

2
dx =

∫
dx

2
+

∫
cos 2x d2x

4
=

=
x

2
+

∫
d sin 2x

4
=

x

2
+

sin 2x

4
+ C;

∫
dx

x2 + x + 1
=

∫
dx

(
x + 1

2

)2
+ 3

4

=
2√
3

∫ d 2√
3

(
x + 1

2

)

(
2√
3

(
x + 1

2

))2

+ 1

=

=
2√
3
arctg

2x + 1√
3

+ C;



���

∫
dx√

1 + x − x2
=

∫
dx√

5
4 −

(
x − 1

2

)2 =

∫ d 2√
5

(
x − 1

2

)
√

1 −
(

2√
5

(
x − 1

2

))2
=

= arcsin
2x − 1√

5
+ C;

∫
xex2

dx =
1

2

∫
ex2

dx2 =
1

2
ex2

+ C.

M� ��E���;�9 ����;!$"���& �� :�5������ ���<��&�2 E�!"�5�� ���
#$� �" ���;�:.�� �" ��

sin x
:�

cosx
� -!� )2��$ E�� ��� ��/�!���

)��.� "��5&�2 �!�;������!�:�$ /$� )�9 � F� !�#.&�2 �.& ��;� H � �#
����%$"��� 5��E��2 ���;�:.��� $ E�� ����;!�.2���$ "�!��� ���� H E��
 � "�� �� ��!�"�9"����� D � 1�E!� .�� �

∫
x sin x dx = −

∫
x d cosx = −x cosx +

∫
cosx dx =

= −x cosx + sin x + C.

�.& ��"�.2��;� ���;�:.���
p(x)

��S�� �
∫

p(x) cosx dx = sin x (p(x) − p′′(x) + p(4)(x) − · · ·) +

+ cosx (p′(x) − p′′′(x) + p(5)(x) − · · ·) + C;∫
p(x) sin x dx = − cosx (p(x) − p′′(x) + p(4)(x) − · · ·) +

+ sin x (p′(x) − p′′′(x) + p(5)(x) − · · ·) + C.

�.& �#:�5.���& ∫ √
r2 − x2 dx

�� $��"� H � �
r > 0

H "� �!�5��S��
�� $ �����$ ������< �

x(ϕ) = r sinϕ, ϕ(x) = arcsin(x/r).
T�� � ��S�� �

x′(ϕ) = r cosϕ = r

√
1 − sin2 ϕ =

√
r2 − x2;

∫ √
r2 − x2 dx = r2

∫ √
1 − x2

r2
d
(x

r

)
=

= r2

∫ √
1 − sin2 ϕ cosϕ dϕ = r2

∫
cos2 ϕ dϕ = r2

∫
1 + cos 2ϕ

2
dϕ =



���

= r2

(
ϕ

2
+

sin 2ϕ

4

)
+ C =

r2

2
· ϕ +

r2

2
· sin ϕ · cosϕ + C =

=
r2

2
arcsin

x

r
+

x

2

√
r2 − x2 + C.

��
� 
 ���������� ��������

��7>@577R ��= 
 � %-
 ,(%)',-. � {xj}n
j=0

� / %��0..� ),(/ ,�$* [a; b],� $! % �
a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b.

� 
� ��%�% / %��0..� %�'*	0& % (%)� 0'0 ),(/ ,�$,) / %��0..� �
∆xj = xj − xj−1, ∆x1 + ∆x2 + · · · + ∆xn−1 + ∆xn = b − a.

� ,*& #./ ��%�% / %��0..� � (%)� 0'* '*
� ,
 �� %�% � ),(/ ,�$,) �
λ({xj}) = max

j
∆xj .

� %-
 ,(%)',-. � {ξ}n
j=1

� '*�,/ )'1./ ,�',� .%	%$ / %��0..� {xj}n
j=0),(/ ,�$* [a; b],

� $! % ξj ∈ [xj−1; xj ]
(
� )-,�

j = 1, 2, . . . , n,
.%�.% �

a = x0 ≤ ξ1 ≤ x1 ≤ ξ2 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ ξn ≤ xn = b.
�'.#�/*
 �'%� -1& %� (
� �1'$� ,3 � � )0�'*	#'%3 '* ),(/ ,�$1 [a; b]

� ! %),(�%),(* / %��0..� {xj}
, '*�%/ 1 )'1./ ,�',� .%	%$ {ξj}

� '*�0)*

�. � .*$1 -1& 1 � n∑

j=1

f(ξj)∆xj ,
� $1 �%�'*	*�. � .*$ �

S(f, {xj}, {ξj})
�

� #� *
 �1'$� ,� � )0�'*	#'* (
� $%� '%3 . %	$0 ),(/ ,�$* [a; b]
� �0 


�'*	#'0
 ,'. #�/*
 # �1'$� ,3 � '* ),(/ ,�$1 [a; b]
�

b∫

a

f(x) dx = lim
λ({xj})→0

S(f, {xj}, {ξj})
� ��'	�

�/*'0�� ),(�%),('0� ,'. #�/ *
 �'0� -1& � � $! % )%'* ��/ *'0��� ,-'1 �
�/ 0 �/�& 1)*'', (,*& #./* / %��0..� (% '1
� '#�*
 #� '% ),( )0�%/ 1)'1./ ,�',� .%	%$ �

%O(@-7L'--4 @7;6(;(-5171 G '>)-+E C
F9 (1','--4 <,2-(./+ /7B(8 F67-2E+ 7-73(F+L-' ,( ,(1','--4 /'(6'92 >I ;6(<,2-+./0 F67-2E+ @)+: -(8 ;(.3 +,(1-(./+ , +>.-2* L2.'3 C



�� �

b∫
a

f(x) dx = A

m
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀{xj} ∀ {ξj} λ({xj}) < δ ⇒ |S(f, {xj}, {ξj}) − A| < ε.2 (*'*& 1 /*� , -. )#/ (� 1�. �� ! % �1'$� ,�

f
,'. #�/ %)'* '* [a; b]�* " ,& *'%& # �'*(*
 , ,'. #�/ %)'1 �1'$� ,� / %�1& ,.0& #& % � $ ,'. #


�/ %)'1 �* " ,& *'%&� � * 	0-
 *
a
.*

b
'*�0)*�. � ),(�%),('% '0� '�%�, )#/�'�%� & #� *& 0 ,'. #�/ 1)*''� � �	#)0('%� ! % -. *
 * '* ),(/ ,�$1�1'$� ,�� � ,'. #�/ %)'* '* ��%& 1 ),(/ ,�$1 �

� 
� (%),
 �'%�% (,
-'%�% " � %�
 *-. , )0�'*	#''� �1'$� ,3 � ))*� *
.0& #& %� ! %
a∫

a

f(x) dx = 0.

� 
�
a > b

))*� *.0& #& %� ! %
b∫

a

f(x) dx = −
a∫

b

f(x) dx,

� $! % � )0�'*	#'* '* [b; a]

 %-.*'',
 ,'. #�/*
 ,-'1 �

�.& E����:���& �!;$����$ E�� ����;!�.2��� /$� )��
f

����� "��
 �!�5��"$"��� #$�2�& $ .���!$H �.� "������$ "�� E����:��2 ����2��
�� "�!<�2�� ��� ����;!$"���& H �� "��&� �� "�E�� $H  �.� �� "��!���
 $ ����;!$"���& E�� ����;!�.2�� /$� )�& 5��.� C ��!�"�9S ���:���9
/$� )�� " ����C � ��� ����;!$"���& �
�>??>�577R O� 
 � 
� ,'. #�/ %)'%-. , �1'$� ,3 � '* ),(/ ,�$1 [a; b]

'#
%�� ,('% �� %	* '#(%-.*.'�% � (0) � (*
 , $/ 0. #/ ,
 ,'. #�/ %)'%-. ,� �
! %� �1'$� ,� � �1
 * %�& #� #'%� '* ��%& 1 ),(/ ,�$1 �

∃
b∫

a

f(x) dx ∈ R ⇒ ∃ A ∈ R ∀ x ∈ [a; b] |f(x)| < A.

%�'(6F �6+,6+* �'6-*76, N +97- ;<=B�@ <=��C D -+9'E0B2> 97/'97/2B C �7;6(A17,21 ./6(F' (@-7L'--4 12@-7L'-(F( +-/'F6737 P ,(1+1 >(F( +.-517--4 C 
 1/(6 F'(A9'/62L-(F( ;+,*(,5 ,( /'(6+8 Q5-BE+> B(9;3'B.-(8 @9+--(8 P @7B371 ;(L7/B2 /(A;(3(F+8 P 6(@12-51 +,'8 ,2Q '6'-E+730-(8 F'(9'/6+8 /7 7-73 +/2L-(8 /'(6+8 L2.'3 C
F� -(:2-7 @-7L'-0 E+<8 Q5-BE+8 -7 1+,6+@B5 D (,-('3'9'-/-7 9-(:2-7 C



���

� 8?5F577R �"�� 5$E!���"��;� � � -!�E$5���� H � � /$� )�&
f
���#���

���� �� "��! �� $
[a; b]

H ��#�� �5�$S �� � E�5. ���"��5�2 {yn}
��:� 

"��!�� �
[a; b]

H E!� & �C
f(yn) → ∞ H & � �

n → +∞ � M ����;!�"��5��
f��

[a; b]
"�E.�"�S H � �

∃ δ > 0 ∀{xj} ∀ {ξj} λ({xj}) < δ ⇒

∣∣∣∣∣∣
S(f, {xj}, {ξj}) −

b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
< 1.

4�#�!��� ���� � �� �< !��#����" {xj}
C $�;������C � ��� ���

#�! ��:� {ξj}
� I��;.&���� E�5. ���"��5�2 ����;!�.2��< 5$� {Sn}

�.&
/$� )��

f
H � � "��E�"���9�2 !��#���9 {xj}

C $�;������;� � ��� ���
#�!$ "�$�!�%��< ��:� H & �C "��!���&S�25& "�� {ξj}

�� #�.2%� H ���
����S9 ��: �9 H � 5���

yn
�
Sn

"��!���&S�25& "��
S(f, {xj}, {ξj})

.�%�
����� ����� �� H & �C E!&�$S �� ∞ H & � �

n → +∞ � � �S�� �
∣∣∣∣∣∣
Sn −

b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
< 1 ∧ lim

n→+∞
Sn = ∞.

4�&".��� 5$E�!�:��5�2 ��5"��:$S <�#��5�2 E!�E$� ���& E!� ���#���
����5�2

f
��

[a; b]
�

� E���.2%�< ��! $"���&< ��� "5����".���&  .�5�" ����;!�"��<
/$� )�C � �#������5& !��;.&��� ����;!�.2��< 5$� �.& /$� )��

f
H

& � �#������ �� E!����  $ ����;!$"���&
[a; b]

� �� S 5��.�9 ��#.�5�2
���:��2

f([a; b])
�� S �����.�������9 �������9 � �

��7>@577R ��J 
 � 0/ *�0 �
S(f, {xj}) =

n∑

j=1

inf
x∈[xj−1;xj]

f(x) ∆xj ;

S(f, {xj}) =

n∑

j=1

sup
x∈[xj−1;xj]

f(x) ∆xj
�

'*�0)*�. � ),(�%),('% '0� '�%� .* )#/ �'�%� ,'. #�/ *
 �'0& 0 -1& *
&0 � */ �1# �1'$� ,3 � (
� / %��0..� {xj}
�'*(*
 , � '0� '� .* )#/�'�,'. #�/ *
 �', -1& 0 / %��0..� �(0) � / 0- � ����
�� �

%� 7- �7./(- 9 76)5 ;<=?B@ <A <IC D Q67-E5@0B2> 97/'97/2B P (.-(1-+ ;67E+4B(F( ;62.14L'-( ;2/7--49 ,2Q '6'-E+730-2* 6+1-4-0 + ,2Q '6'-E+730-(8 F'(9'/A6+8 C
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x

y

D a x1 x2 x3 x4 x5 x6 x8 x9 b

�	 
� � �� G�����!�:��C ���5� ����2�� ����;!�.2��� 5$��
S
� & � �

/$� )�&
f
� ��"�� �S��� �� "��!�� $

[a; b],
�� ����& ����;!�.2�� 5$��

� E.�� � �# �S�����& E!&�� $��� �" H � � & ,-.0. �-� $ :�5���� E.��
���� {(x; y)| a ≤ x ≤ b ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)}, �#������C E!&���� {x = a} H
{x = b} H {y = 0} � ;!�/ � �� /$� )�� {y = f(x)} �

6
y

D a x1 x2 x3 x4 x5 x6 x8 x9 b
-

x

�	 
� �� � G�����!�:��C ���5� "�!<�2�� ����;!�.2��� 5$��
S
� & � �

/$� )�&
f
� ��"�� �S��� �� "��!�� $

[a; b],
�� "�!<�& ����;!�.2�� 5$��

� E.�� � �# �S�����& E!&�� $��� �" H � � & ,-.0. � :�5���$ E.�����
{(x; y)| a ≤ x ≤ b ∧ 0 ≤ y ≤ f(x)}, �#�����$ E!&���� {x = a} H
{x = b} H {y = 0} � ;!�/ � �� /$� )�� {y = f(x)} �
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��7>@577R ��O 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �
� � � $! % .%	'* '0� '� & #� * �
 %!# �*�*.%$1.'0$,)� ! % & ,-
.�. � �
 %-$1 � ,�1/ 1 �� $ � ,(& '%� 0'1� � , . %	'* )#/ �'� & #� *

�
 %! �*�*.%$1.'0$,)� � $, & ,-.�. �-� 1 � ,
 -*& ,
 � ,�1/ , �� $
� ,(& '%� 0'0� � (%/ ,)'��. � %('%& 1 
 .%& 1 -*& %& 1 (,
-'%& 1
	0-
 1 � � �1(#& % ))*� *.0 � ! % �
 %! * (*'%3 � ,�1/ 0 (%/ ,)'�  � �


 � � $! % .%	'* '0� '� & #� * %� � & ,) �*�*.%�/*''0$,)� ! % & ,-
.�. � �/ %-. %/ %)# . ,
 % �� $ � ,(& '%� 0'1� � , . %	'* )#/ �'� & #
� * %� � & ,) �*�*.%�/ *''0$,)� � $, & ,-.�. �-� 1 ��%& 1 . ,
 , �� $
� ,(& '%� 0'0� � (%/ ,)'��. � %('%& 1 
 .%& 1 -*& %& 1 (,
-'%& 1
	0-
 1 �� �1(#& % ))*� *.0 � ! % %� � & (*'%3 � ,�1/ 0 (%/ ,)'�  ��

�>??>�577R O� 
 � $! % '#),( � & '* '#�#/ #/ )'* �1'$� ,� � ��� ,'. #�

/ %)'* '* ),(/ ,�$1 [a; b]

� .% b∫
a

f(x) dx
� 33 ,'. #�/*
 '* ��%& 1 ),(/ ,� 
$1 � (%/ ,)'�  �
 %! , $/ 0)%
 ,' ,
'%3 ./*�#� ,3 � � ,�1/ 0 � %�& #� #'%3

�/*� ,$%& �1'$� ,3
y = f(x)

� ),(/ ,�$%& [a; b]
%-, *�-�0- . * �/�& 0 
&0 � �/ %)#(#'0& 0 	#/ #� $,'� , ��%�% ),(/ ,�$* �*/*
 #
 �'% %-, %/ (0'*.

�(0) � / 0- � ��� �

� 8?5F577R 
 � ��� �"�!�����& � ��5. ��� ;�����!�:��;� ���5�$ ���
��;!�.2��< 5$� � �!#$

S
�
S

���" � !�5 � 7 ��7'� �

6
y

D a b
-

x

�	 
� �� � 6!�"�. ���C�� �!�E�) �& �
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��
� 
 ����������� ������������ �6�

45865�> ��J 
 � 
� �1'$� ,3 � � )0�'*	#'%3 '* ),(/ ,�$1 [a; b]
� -�/*)
(� 1�. �-� .*$, . )#/ (� #''� �

� � � 0� '� .* )#/ �'� ,'. #�/*
 �', -1& 0 (
� � ,$-%)*'%�% / %��0. 
.� ),(/ ,�$* [a; b]
� ),(�%),('% . %	', '0� '� , )#/�'� & #� , )-,�& %� 
0)0� ,'. #�/ *
 �'0� -1& (
� ��%�% / %��0..� �


 � � $! % (% '*� )'0� .%	%$ (#� $%�% / %��0..� ),(/ ,�$* [a; b]
(%



 1	0.0 '%), . %	$0 ��%�% � ),(/ ,�$*� .% '0� '� ,'. #�/ *
 �'*-1& * '%)%-. )%/ #'%�% / %��0..� '# �& #'�0. �-� � * )#/ �'� �'# ��,
 ��0. �-� �
� � � 1(�
� $* '0� '� ,'. #�/*
 �'* -1& * '# �#/ #)0! 1 �1(�
� $1 )#/� 
'� ,'. #�/ *
 �'1 -1& 1� '*),. � � $! % )%'0 ),(�%),(*�. � / ,�'0&/ %��0..�& ),(/ ,�$* [a; b]

�

� 8?5F577R
�� �.& ��"�.2��;� !��#���& {xj}

"��!�� �
[a; b]

� "��E�"����;� C��$
��#�!$ "�$�!�%��< ��:� {ξj}

5E!�"��$9�25& �� � ��!�"��5�� �

inf
x∈[xj−1;xj]

f(x) ≤ f(ξj) ≤ sup
x∈[xj−1;xj ]

f(x).
��,D�

-�������� :.��� )�< ��! �"��5��C "��E�"���� �� �������
∆xj� ���C���� 5$�� ��

j
� � �S�� �

S(f, {xj}) ≤ S(f, {xj}, {ξj}) ≤ S(f, {xj}).
M ����:���& ��:��� ����2�� �"�!<�2�� � ��� � ������� � �C5�

��< :�5�. "�E.�"�S H � � ��  �����$ � "��!�� �"
[xj−1; xj ]

"�#��
!�� "�$�!�%�2�� ��: �

ξj
����� �!�#��� !����)9 ���

f(ξj)
��

inf{f(x)| x ∈ [xj−1; xj ]}
�
sup{f(x)| x ∈ [xj−1; xj ]}

"��E�"���� � & 
��";���� ��.�9 �� �#5�.9���9 "�.�:���9 � *��� H �.& ��#�!$
5��� �� �� :���� "�#!���< "�$�!�%��< ��:� !����)9 ��� ���
��;!�.2��9 5$��9 � ����2�9 �"�!<�2�9 � ����;!�.2��9 5$��9
����� �!�#��� & ��";���� ��.�9 �� �#5�.9���9 "�.�:���9 �



���

� � � ��"������ ��5����2� �#������5& E!�S�����&� ����S� ��: �
x′ � 1�<�C

xj−1 < x′ < xj
� T�� � "�!<�& ����;!�.2�� 5$��

S
′ �.&

��"�;� !��#���& "��!���&S�25& "�� "�!<�2�� ����;!�.2��� 5$��
S!��#���& {xj}

.�%� ��� H � � ������ 

sup
x∈[xj−1;xj ]

f(x) (xj − xj−1)
��, ��

$ 5$��
S

�������� �� 5$�$ �"�< ����� �" �

sup
x∈[xj−1;x′]

f(x) (x′ − xj−1) + sup
x∈[x′;xj ]

f(x) (xj − x′).
��,��

T�:�� "�!<�& ���� E��������� �� E�!�"��$S ��:�$ "�!<�9
���$ 5���� ������� � �C5��< :�5�. H ���$ ��S�� �

{
[xj−1; x

′] ⊂ [xj−1; xj ]
[x′; xj ] ⊂ [xj−1; xj ]

⇒






sup
x∈[xj−1;x′]

f(x) ≤ sup
x∈[xj−1;xj ]

f(x)

sup
x∈[x′;xj]

f(x) ≤ sup
x∈[xj−1;xj ]

f(x)
.

� �# E�!�5"��:���5& $ ���$H � � "�!�� ��,�� �� E�!�"��$S "��
!�� ��, �� H ��5����2� E�������� �5����� ��!�"��5�� " ��E�"����
��

(x′ − xj−1)
��

(xj − x′)
C ������ .�"� �� E!�"� :�5���� ��!��

����< ��!�"��5��C � � �"�����& �.& ����2�� ����;!�.2��� 5$��
���.�;�:�� �

' � 1�<�C
S′ � S

′ � ����& �� "�!<�& ����;!�.2�� 5$�� ����;� !���
#���& H

S′′ �
S
′′ � ��%�;� � � �"�!��� ��"� !��#���& H �������

��:� & �;� ��5���2 "5� ��: � E�!%�;� �� �!$;�;� !��#����" �
-����:��� :�!��

S
�
S

����9 �� "�!<�9 ����;!�.2�� 5$�� )2��
;� !��#���& � T�� � ��S�� �

S′ ≤ S ≤ S ≤ S
′′
,
�� E�!%� � �!��&

��!�"��5�� "�E.�"�9�2 � �!$;�� ".�5��"�5�� H � 5�!���& � � E�!�
%�� ".�5��"�5�� ����;!�.2��< 5$� � �!#$�

��
� 
 ������ �� �������������
�.& "5�< ���.�"�< !��#����" "��! �� �

[a; b]
� /$� )��

f
H "����:����

�� �2��$H E����:��� :�!��
I

��:�$ "�!<�9 ���$ ������� �����<
����;!�.2��< 5$� H :�!��

I
��:�$ ����9 ���$ ������� "�!<��< ���

��;!�.2��< 5$� � T�� � �.& ��"�.2��< ����2��
S(f, {xj})

�� "�!<�2��
S(f, {xj})

����;!�.2��< 5$� � �!#$ ��S�� �
S ≤ I ≤ I ≤ S.
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45865�> ��O 
 � 
� ,-'1)*''� )0�'*	#'%�% ,'. #�/*
 * ����� '#%�� ,(
'% 
 (%-. *.'�%� ! %� / ,�'0�� )#/ �'�%3 . * '0� '�%3 ,'. #�/*
 �'0�-1& (
� %('%�% 
 .%�% -*& %�% / %��0..� ),(/ ,�$* [a; b]
�� ,�*
 *-� (%'1
� � � $! % (,*& #./ / %��0..� �/�& 1 (% '1
� �

lim
λ({xj})→0

(S(f, {xj}) − S(f, {xj})) = 0.
��,'�

� 8?5F577R 
 � �"����� 5E�:�� $ ���#< ����5�2 � � �C �5�$S "����:���C
����;!�.

I
��'	 � � T�� � �.& ��"�.2��;�

ε > 0
���C���25& �� �

δ > 0
H E!�

& ��$ �.& ��"�.2��;� !��#���& "��! �� �
[a; b]

H � �����! & �;� ���%�C
��

δ
H "��E�"���� ����;!�.2�� 5$�� .����2 $ ����< "��

I − ε
��

I + ε
�

����;!�.2�� 5$�� � �!#$
S = S(f, {xj})

�
S = S(f, {xj})

� .%	',
��� � ����;!�.2��< 5$� �.& "��E�"����;� / � 5�"���;� !��#���& {xj}"��!�� �

[a; b]
H ���$ �.& #$�2�& �;� !��#���& H � �����! & �;� ���%�C

��
δ
H "��� .����2 $ )�< �� ����< �

I − ε ≤ S ≤ S ≤ I + ε.
T� ��

:���� H 5E!�"��$S�25& !�"� �5�2 ��,'� �
� �"����� ��5�����5�2 � � � � 5E!�"��$S�25& !�"��5�2 ��,'� H ��

�5�$S � �C5��
I = I = I.

� � �
S
H
S

�
S

� "��E�"���� ����;!�.2��
5$�� H ����& �� "�!<�& ����;!�.2�� 5$�� � �!#$ "��E�"���� �.& �����
;� C ��;� 5���;� !��#���& � � �����!��

λ
H �� ��S�� �

{
S ≤ I ≤ S
S ≤ S ≤ S

⇒ |I − S| ≤ S − S −→
λ→0

0.

�>??>�577R O� 
 � 
� �1(�
� $%�% / %��0..� {xj}
),(/ ,�$* [a; b] / ,� 
'0�� ),(�%),('0� 
%& 1 )#/�'�%3 . * '0� '�%3 ,'. #�/*
 �'0� -1& (
�

�1'$� ,3 � (%/ ,)'�  �
n∑

j=1

sup
ξ,η∈[xj−1;xj]

|f(ξ) − f(η)| (xj − xj−1).
��,, �

�/ 0. #/ ,
 ,'. #�/ %)'%-. , �1'$� ,3 � '* ),(/ ,�$1 [a; b]
& %� '* -�%/ 
& 1
� )*.0 � $ )0& %�1 �� ,� '%-. , (%

0
)0/*�1 ����� �* 1& %)0 � ! %

λ({xj}) → 0.

��
� 
 ����� ����������� �6�4� ��
45865�> ��� 
 ��/ *)(� 1�. �-� .*$, . )#/ (� #''� �



���

� � � #�#/ #/ )'* '* ),(/ ,�$1 �1'$� ,� ,'. #�/ %)'* '* '�%& 1 �

 � +%'%.%''* '* ),(/ ,�$1 �1'$� ,� ,'. #�/ %)'* '* '�%& 1 �
� � � 0�'*	#'* 
 %�& #� #'* '* ),(/ ,�$1 [a; b]

�1'$� ,� � ,'. #�/ %)'*'* '�%& 1� � $! % (
� (%),
 �'%�%
δ > 0

& %� '* )$*�*.0 %� � (
'*''� -$,'	#''%3 $,
 �$%-. , ,'. #/ )*
 ,)� ! % & ,-.0. � 1-, . %	$0
[a; b]

� ) � $0� � '#  '#�#/ #/ )'%� � * -1& * (%)� 0' )-,� ,'. #/ )*
 ,)
��%�% %� � ('*''� & #'� *� ',�

δ
�

� 8?5F577R
�� 1�E�!�!"�� �� "��!�� $

[a; b]
/$� )�&

f
!�"����!�� ��E�!�!"��

�� �2��$H ���$

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ ξ, η ∈ [a; b] |ξ−η| < δ ⇒ |f(ξ)−f(η)| <
ε

b − a
.

*��� H & � � "�#!��� � �����! !��#���& ���%�� H ��� "��E�"�� �
��

δ
H �� "�!�� ��,, � #$�� ���%�� H ���

ε
H ��#�� 5E!�"��$S�25&

$��"� ����;!�"��5�� �
� � *#������5& !��;.&��� "�E�� $ ���������� ��5E�����

f
H � �

�� S 5��.�9 ��
[a; b]

� T�� � �.& !��#���& {xj}
��!���S�� �

sup
ξ,η∈[xj−1;xj ]

|f(ξ) − f(η)| = f(xj) − f(xj−1).

�.& ��"�.2��;�
ε > 0

"�#�!��� �

δ =
ε

f(b) − f(a)
.

� � �
λ({xj}) < δ

H �� "�!�� ��,, � ��!�"�9 S 5$�� �
n∑

j=1

(f(xj) − f(xj−1))(xj − xj−1),

� � �� E�!�"�� $S �

λ({xj})
n∑

j=1

(f(xj) − f(xj−1)) = λ({xj})(f(b) − f(a)) < ε.

*��� H 5E!�"��$S�25& $��"� ����;!�"��5��
f

��
[a; b]

�



���

' � I��;.&���� /$� )�9
f
H � � "����:��� ��

[a; b]
H ����"�.2�&S $���

"$ ���!��� � �� S 5��.�9 � �.& ��"�.2��;� � �C5��;�
ε > 0

E�����
:��� :�!��

Kε < +∞ ���C���%$ ���.�"$ �  �.2 �5�2 �E�5���<
" $��"� ���!��� ����!"�.�" H 5$�� ��"��� & �< ���%� H ���

ε

3 sup
ξ,η∈[a;b]

|f(ξ) − f(η)| ,
��,+�

� ��"�� & �< /$� )�&
f

��E�!�"�� � � �E�"����& "��!�� �
[a; b]

��
�# �S�����&

Uε
)�< ����!"�.�" � �# �S�����& -$,'	#''%3  �.2 �5��

" ��!�� �" H ��  �����$ � & �< /$� )�&
f
!�"����!�� ��E�!�!"�� �

4�#�!���
δ > 0

�� �� H � �# �.& ��:� 
ξ
�
η
� ����;� C ��;� 5��

��;� "��!�� � ��E�!�!"��5��
f
� ��!�"��5�� |ξ−η| < δ

"�E.�"�.�
�� � ��!�"��5�2 �

|f(ξ) − f(η)| <
ε

3(b − a)
.

��,3�

�.& ��"�.2��;� !��#���& {xj}
"��!�� �

[a; b]
H �.& & �;� �

λ({xj}) < min


δ,

ε

6Kε sup
ξ,η∈[a;b]

|f(ξ) − f(η)|


 ,

��,0�

"!�<�"$9:� H � �

sup
ξ,η∈[xj−1;xj]

|f(ξ) − f(η)| ≤ sup
ξ,η∈[a;b]

|f(ξ) − f(η)|,

:�5.�
ε/3

�#��� $S �"�!<$  ���$ �� 5$� "5�< ��< ����� �" "��
!��$ ��,, � H & � "��E�"���9�2 �

• "��!�� �� !��#���&
[xj−1; xj ]

H � � E�"��5�9 .����2 ��"��
Uε���" � ��,3� �,0�� �

• "��!�� �� !��#���&
[xj−1; xj ]

H � � E�"��5�9 ��.����2 ��
Uε& E��������� ���" � ��,+�� �

• !�%�� "��! �� �" H  �.2 �5�2 & �< �� E�!�"�� $S �
Kε

���" �
��,0�� �

*��� H "�52 "�!�� ��,, � ���%�C H ���
ε
�



���

��
� 
 � ����������8
�>??>�577R O� 
 2�*�*
 �'0& % �%'�..� )0�'*	#'%�% ,'. #�/ *
 * � $
�%'�..� '#)
 *-'%�% ,'. #�/ *
 *� .%�.% �

• ,'. #�/ 1)*''� '* �/ %& #', 	0 )-,
 (,
-',
 �/�& ,
 �* 1& %)0 � ! %),(�%),(', ,'. #�/ *
0 '* ),(/ ,�$*� , ),(�%),(' , �/ *'0� , ,'. #�/ *


 ,) ,-'1�. � �
+∞∫

a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫

a

f(x) dx;

b∫

∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫

a

f(x) dx;

+∞∫

−∞

f(x) dx = lim
a → −∞
b → +∞

b∫

a

f(x) dx;

• ,'. #�/ 1)*''� ) %$%
 , . %	$0 � ) � $,
 � ,(,'. #�/ *
 �'* �1'$� ,�'#%�& #� #'* �
◦ lim

x→b
|f(x)| = +∞ , �/ 0 ��%& 1 � ,'. #�/ %)'* �* " ,& *'%& '*

)-,� ),(/ ,�$*� � � ,(& '%� 0'*�
[a; b)

� �%(, & * & % �
b∫

a

f(x) dx = lim
c→b−0

c∫

a

f(x) dx;

◦ lim
x→a

|f(x)| = +∞ , �/ 0 ��%& 1 � ,'. #�/ %)'* �* " ,& *'%& '*)-,� ),(/ ,�$*� � � ,(& '%� 0'*�
(a; b]

� �%(, & * & % �
b∫

a

f(x) dx = lim
c→a+0

b∫

c

f(x) dx.

��'*	#''� )0�'*	#'%�% ,'. #�/ *
 * & %� '* 1�*�*
 �'0.0 '* )0�*
(%$ ,'. #�/ 1)*''� �1'$� ,3
f : Rn → R

'* & '%� 0',� ! % & * %� �

 & ��
 %! 1 (
� n = 2

� � '*�/ 0$
 *(�  (#$*/.%)0& (%�1.$%& ),(/ ,� 
$,) � � %)#(#'1 . #%/ #& 1 �/ % ,-'1)*''� )0�'*	#'%�% ,'. #�/ *
 * & %� '*



�� �

1�*�*
 �'0.0 (
� �1'$� ,3� '#�#/ #/ )'%3 '* �*& $'#',
 %�& #� #',
 &'%
� 0',� ! % & * %� � & � "%��0..� .%(, � (,
-'�  . �-� '* � ,(& '%� 0'0 �& *�. � & *�. � %� � & 0
∆xj

, & ,-.�. � .%	$0
ξj

� � ,*& #./ / %��0
..�
λ
1 (*'%& 1 / *� , � '*
� ,
 �� * ),(-. *'� & ,� .%	$*& 0 %(', 3

� ,(& '%� 0'0 / %��0..� �
� 
� �1'$� ,3

f : Rn → Rm ,'. #�/*
 %�'*	0& % � $ #
 #& #'.
Rm �$%%/ (0'*.0 � $%�% � ,'. #�/*
0 ),(�%),('0� $%%/ (0'*. �1'$� ,3 � �

��
� 
 ����������� ����������� ���������

45865�> ��� 
 � #� *

c ∈ [a; b]

�
α ∈ (−∞; +∞),

� � � � ,'. #�/ %)', '*
[a; b]

�1'$� ,3� �%(, & * & % �

min
x∈[a;b]

f(x) (b − a) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤ max
x∈[a;b]

f(x) (b − a);

b∫

a

αf(x) dx = α

b∫

a

f(x) dx;

b∫

a

(f(x) + g(x)) dx =

b∫

a

f(x) dx +

b∫

a

g(x) dx;

(∀ x ∈ [a; b] f(x) ≤ g(x)) ⇒
b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx;

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(x)| dx;

∀ c ∈ [a; b]

b∫

a

f(x) dx =

c∫

a

f(x) dx +

b∫

c

f(x) dx.

� 8?5F577R 
 45� !�"��5�� � ��!�"��5�� 5E!�"��$9�25& H & � � ����5�2
����;!�.�" ��E�5��� ����;!�.2�� 5$�� H � � "��E�"���9�2 �����$ C ���
�$ 5����$ !��#���9 �E!� ��"������ �5����2�� ".�5��"�5�� E��!�#��



���

!��;.&���� !��#���& H � � ��5�&�2 ��: $
c
� � � �# ��!����� �"�!�����

�& ���!��� H ��5����2� 5E!&�$"��� � �����! !��#���& �� D �
45865�> ��� �968 B565F7� �7>@577R � 
 � $! % �1'$� ,� � '#�#/ #/ )
'* '*

[a; b]
�
a 6= b

� .% ,-'1 .*$#
c ∈ [a; b]

� �/ 0 � $%& 1 �

1

b − a

b∫

a

f(x) dx = f(c).

� 8?5F577R 
 � �"� :�5���� ��!�"��5�� ��.����2 �� "��!�� � �
[

min
x∈[a;b]

f(x); max
x∈[a;b]

f(x)

]
,

� � S �#.�5�9 ���:��2 /$� )��
f
��

[a; b]
���" � ���!��$ E!� E!���� ��

���:���& ��E�!�!"��� /$� )�� � �

��
�� 
 ��� ���� � ��������

45865�> ��� 
 � 
� (%),
 �'0� '#�#/ #/ )'%3 '* [a; b]
�1'$� ,3 � ,

x ∈ (a; b)
& * & % �

d

dx

x∫

a

f(t) dt = f(x).

� 8?5F577R 
 4� �!�5��"%� E�E�!���9 ���!��$H ��!���S�� �

d

dx

x∫

a

f(t) dt = lim
∆x→0

1

(x + ∆x) − x

x+∆x∫

x

f(t) dt =

= lim
∆x→0

f(ξ(x; x + ∆x)) = f(x),

��
ξ(x; x+∆x)

.����2 ���
x
��

x+∆x
� E!&�$S ��

x
H & � �

∆x → 0
�

=>B; :F8A =� 
 � #�#/ #/ )'* '* ),(/ ,�$1 �1'$� ,� & * '* '�%& 1 �#/ 
),-'1 �



���

=>B; :F8A =� 
 � $! % � � �#/ ),-'* '#�#/ #/ )'%3 '* [a; b]
�1'$� ,3 � � .%

b∫

a

f(t) dt = F (b) − F (a).
��,7�

� 8?5F577R 
 -�!"�5�� "����:�S�25& � ��:��5�9 �� 5��.�� ��
[a; b]

H
���$ �5�$S �� � 5��.�

C
H E!� & �C x∫

a

f(t) dt = F (x) + C.
4�#!�"%�

x = a
H ��S�� �

C = −F (a)
�

(�!�$.$ ��,7� ����"�9�2 %-'%)'%� �%/& 1
 %� ,'. #�/ *
 �'%�% 	0-


 #''� :� �%/& 1
 %� � ��.%'* � � #
�',�* �

-!�!�5� /$� )��
F

��
[a; b]

E����:�9�2 �� �

F (b) − F (a) = F (x)|x=b
x=a = F (x)|ba .

��
��
 ����6�� ���� ���
*#:�5.��� �� � ����;!�.� �

Jm =

π/2∫

0

sinm x dx =

π/2∫

0

cosm x dx,

�� �5����& !�"��5�2 ��!��$S�25& ������9
t = π/2 − x

�
� �S�� �

J0 = π/2
H
J1 = 1

� ����;!$9:� �� :�5������ H �������� �

Jm =

π/2∫

0

sinm−1 x d(− cosx) =

= − sinm−1 x cosx
∣∣π/2

0
+ (m − 1)

π/2∫

0

sinm−2 x cos2 x dx =

= (m − 1)

π/2∫

0

sinm−2 x(1 − sin2 x) dx = (m − 1)(Jm−2 − Jm),



���

�"�� 5� ��!���S�� �

Jm =
m − 1

m
Jm−2.

T� �� :���� H �.& ��"�.2��;� ���$!�.2��;�
n

��S�� �

J2n =
(2n − 1) · (2n − 3) · · · 3 · 1

2n · (2n − 2) · · · 4 · 2 · π

2
=

(2n − 1)!!

(2n)!!
· π

2
,

J2n+1 =
2n · (2n − 2) · · · 4 · 2

(2n + 1) · (2n − 1) · · · 3 · 1 =
(2n)!!

(2n + 1)!!
,

��
m!!

� ��#$�� "5�< ���$!�.2��< :�5�. H � � �� E�!�"��$9�2
m

�
���� �"�� � ��� E�!��5�� �

� .& ��"�.2��< ���$!�.2��;�
n

�
x ∈ (0; π/2)

��S�� �

sin2n+1 x < sin2n x < sin2n−1 x

⇓
π
2∫

0

sin2n+1 x dx <

π
2∫

0

sin2n x dx <

π
2∫

0

sin2n−1 x dx

⇓
(2n)!!

(2n + 1)!!
<

(2n − 1)!!

(2n)!!
· π

2
<

(2n − 2)!!

(2n − 1)!!

⇓
(

(2n)!!

(2n − 1)!!

)2

· 1

2n + 1
<

π

2
<

(
(2n)!!

(2n − 1)!!

)2

· 1

2n
,

�� !����)& ���  !�C���� :.����� ��!�"��5��C ��!�"�9 S �

1

2n(2n + 1)
·
(

(2n)!!

(2n − 1)!!

)2

<
1

2n
· π

2
−→

n→+∞
0.

T� �� :���� H ��!���S�� �%/& 1
 1 � *

 ,-*# �
π

2
= lim

n→+∞

(
(2n)!!

(2n − 1)!!

)2

· 1

2n + 1
=

= lim
n→+∞

2

1
· 2

3
· 4

3
· 4

5
· 6

5
· 6

7
· · · 2n

2n− 1
· 2n

2n + 1
,
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& $ "�� �E$#.� $"�" $ �3++ ! � $ 5"��C E!�)� ��!�/���� � ��5 ��:���
��< "�.�:��� �" �!�;���. � E����� /�!�$.$ �.&

4/π
� � F& /�!�$.�

��S �5��!�:��C ����!�5 & E�!%� E�����& :�5.�
π

;!���)�9 E�5. ��
��"��5�� .�; � �#:�5.9"���< !�)����.2��< :�5�. �

��
�2 
 ��5��� ��� ������� ���8 �������� ��
-����� "����:���C ����;!�. :�!�� �.������!�� /$� )�� �� ��"���

���.�"� � T�� � ��"����25& "� �!�5��"$"��� ������ ��#.�����< �#�
:�5.��2 H � � ��9�2 ���;$ ���<����� ��#.����� ���:���& ����;!�.�
:�!�� ���:���& E�� ����;!�.2��� /$� )�� �.& 5 ��:�����  �.2 �5�� � �
�!;$�����" � � ��CE!�5��%�< "�E�� �< ��!�����& ��#.����2 E�.�;�
%$S�25& ;�����!�:���� ��! $"���&�� H  �.� ;!�/ � /$� )�� �����
�9S�25& .�����9 �/�!�$.� �!�E�)�C H ��" � !�5 � 7, � �#� �# �S�����&�
:�5��� E�!�#�. �/�!�$.� 8��E5��� # � �
� 5�> �� 
 � #� *


y(x) = ax2 + bx + c,
��,	�

(# "� �� � � -. *
 ,� � 
�
h > 0

%�'*	0& % �
y0 = y(0); y1/2 = y

(
h

2

)
; y1 = y(h).

��+D�

�%(, & * & % �
h∫

0

y(x) dx =
h

6
(y0 + 4y1/2 + y1).

� 8?5F577R 
 M !�"��5��C ��,	� �+D� "�E.�"�9�2 �� � !�"��5�� �





a · 02 + b · 0 + c = y0

a · h2/4 + b · h/2 + c = y1/2

a · h2 + b · h + c = y1

⇔






c = y0

ah2 + 2bh + 4c = 4y1/2

ah2 + bh + c = y1

.
��+��

����"%� .�"� � E!�"� :�5���� !�"�&�2 �5����2�� 5�5���� H �������� �

h∫

0

y(x) dx =

(
ax3

3
+

bx2

2
+ cx

)∣∣∣∣
h

0

=
h

6

(
2ah2 + 3bh + 6c

)
=

%K(97. � +9;.(- ;<I<J@ <I� <C D E-F3 +>.0B2> 97/'97/2B C



���

=
h

6

(
y0 + 4y1/2 + y1

)
.

�>??>�577R �� 
 �.*
 , "� �� � �1'$� ,3 ��� �� %('%�'*	'% )0�'*	*

�. �-� �'*	#''�& 0 ����� �
� 8?5F577R 
 8�5���� !�"�&�2 ��+ �� � "�"�.����� �� �� �





c = y0

ah + 2b = 4(y1/2 − y0)/h
ah + b = (y1 − y0)/h

⇔






c = y0

b = (4y1/2 − 3y0 − y1)/h
a = (2y0 − 4y1/2 + 2y1)/h2

.

4� �!�5��"%� �����$ �������
x
��

x + x0
H ��S�� ��:�� ���:���&

����;!�.� �
x0+h∫

x0

y(x) dx =
h

6

(
y0 + 4y1/2 + y1

) � ��+��

�.& /$� )�� ��,	 � H & � �

y0 = y(x0), y1/2 = y

(
x0 +

h

2

)
, y1 = y(x0 + h).

1�<�C ����;!�"�� ��
[a; b]

/$� )�& "��!���&S�25& "�� /$� )�C "��
;.&�$ ��,	� � I���# �S�� "��!��� 

[a; b]
�� !�"� � "��!�� �

[xj−1; xj ]
H
j = 1,� H ��� H

n
H � "�#�!��� �

h = (b − a)/n
�

x0 = a; x1/2 = a + 1
2h; x1 = a + h; x3/2 = a + 3

2h, · · · ;
y0 = y(x0), y1/2 = y(x1/2); y1 = y(x1); y3/2 = y(x3/2) · · · .

1�  �����$ � "��!�� �" �������� ����;!�. xj∫
xj−1

y(x) dx
5$��9 �

h

6
(yj−1 + 4yj−1/2 + yj),

� "�52 ����;!�.

b∫

a

y(x) dx =

x1∫

x0

y(x) dx +

x2∫

x1

y(x) dx + · · · +
xn∫

xn−1

y(x) dx
�



���

"��E�"����9 5$��9 b∫
a

y(x) dx ≈

≈ b − a

6n
(y0 + yn + 2(y1 + y2 + · · · yn−1) + 4(y1/2 + y3/2 + · · ·+ yn−1/2)).

F9 /�!�$.$ ����"�9�2 �*/ *�%
 ,	'%� �%/& 1
 %� �#� �%/& 1
 %�
�,& �-%'* �

�5��!�:�� !���%� �� /�!�$.$ 8��E5��� ��E!�E���"��� �%/& 1
 1./*�#� ,
 �.& ����;!�"��� ��
[a; b]

/$� )��
y(x)

�

b∫

a

y(x) dx ≈ b − a

6n
(y0 + yn + 2(y1 + y2 + y3 + · · · yn−1)),

� � �.&
y(x) ≥ 0

S ��5. �� �� ������ E.��  !�"�.���C��< �!�E�) �C
E.�� ��� "��E�"����< E!&�� $���< �!�E�) �C ���" � !�5 � 7, � �

6

-
a x1 x2 x3 x4 x5 x6 b x

y

D

�	 
� �� � M����� E.��  !�"�.���C��< �!�E�)�C E.�� ��� �!�E�)�C �
"�!%����� �� ;!�/ � $ C �5� �#5)�5 �.& ��#.�����;� �#:�5.���&
����;!�.�" �

�>??>�577R ��
 � *�
0� #'# �'*	#''� ,'. #�/ *
 * �1'$� ,3 � %/& 1
0./*�#� ,
 � ,'. #�/*
 �'* -1& *� ! % ),(�%),(* / %��0..� [a; b]
'*

(n + 1)
),(/ ,�%$#

[
x0; x0 +

h

2

]
,

[
x1 −

h

2
; x1 +

h

2

]
,

[
x2 −

h

2
; x2 +

h

2

]
, ... ,

[
xn − h

2
; xn

]

%:2B(62./7-( ;(;'6',-+ ;(@-7L'--4 ,34
h

/7
x
C



���

, �'*	#''�& �1'$� ,3 ) . %	$*�
x0

�
x1

� ��� �
xn

�
� *�
0� #'# �'*	#''� ,'. #�/*
 * �1'$� ,3 �%/& 1
0 �,& �-%'* � ,' 
.#�/*
 �'* -1& *� ! % ),(�%),(* / %��0..� [a; b]

'*
(2n + 1)

),(/ ,�%$
[
x0; x0 +

h

6

]
,

[
x 1

2
− h

3
; x 1

2
+

h

3

]
,

[
x1 −

h

6
; x1 +

h

6

]
, ... ,

[
xn − h

6
; xn

]

, �'*	#''�& �1'$� ,3 ) . %	$*�
x0

�
x1/2

�
x1

�
x3/2

� ��� �
xn

�
� ,'. #�/ %)'%-. , �1'$� ,3 )0�
0)* � ! %� �� ,
 �� 1�	0 � � & %� '* �(%),
 �'%� .%	',-.� '*�
0�0.0 �'*	#''� � 1$*'%�% ,'. #�/ *
 * $%� 
'%� � �0� �%/& 1
 � � %(% � )0($%-. , �� ,�*''� '*�
0� #'%�% �'*	#''�,'. #�/ *
 * (% .%	'%�% �%(*& % ()* .)#/ (� #''� �#� (%)#(#''� �
� � � $! % 
 � (),	 , ' #�#/ #/ )'% (0� #/ #'� ,
%)'* '* [a; b]

� .% '*�
0 

� #'# �'*	#''� b∫

a

y(x) dx
� %/& 1
0 ./*�#� ,
 ),(/ ,�'�  . �-� ),(. %	'%�% '*

− (b − a)3

12n2
y′′(ξ),

��
ξ ∈ [a; b];


 � � $! % �1'$� ,� 
 '#�#/ #/ )'% (0� #/ #'� ,
%)'* '* [a; b]
'# & #'� #�

� $ � /*�0 � .% '*�
0� #'# �'*	#''� b∫
a

y(x) dx
�%/& 1
0 �,& �-%'*

(
� / %��0..�
[a; b]

'*
2n / ,)'0� ),(/ ,�$,) ),(/ ,�'�  . �-� ),(. %	'%�% '*

− (b − a)5

180 · (2n)4
y(4)(ξ),

��
ξ ∈ [a; b].

��
�� 
 �5 ��� ���� �5������8 
 3 ��� ��� 4�����
��7>@577R ��� 
 � #� *


x(t), y(t), z(t)
� '#�#/ #/ )'% (0� #/ #'� ,
%)','* ),(/ ,�$1 [a; b]

�1'$� ,3�
� � +'%� 0'1 .%	%$ {(x(t); y(t))| t ∈ [a; b]} '*�0)*�. � '#�#/ #/ )'%(0� #/ #'� ,
%)'%� $/ 0)%� '* $%%/ (0'*.',
 �
 %!0',�

 � +'%� 0'1 .%	%$ {(x(t); y(t); z(t))| t ∈ [a; b]} '*�0)*�. � '#�#
/ #/ )'% (0� #/ #'� ,
%)'%� $/ 0)%� ) $%%/ (0'*.'%& 1 �/ %-.%/ ,�
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� � � %)� 0'* $/ 0)%3 � )#/ �'� .%	'* & #� * (%)� 0' 
 *& *'0� � )#/ 

�0'0 � $0�  �%-
 ,(%)'0& 0 .%	$*& 0 $/ 0)%3# �

45865�> ��� 
 �� � & .,
 *� 1. )%/ #'%�% %�#/ .*''�& '*)$%
 % %-, *�-

�0- $/ 0)%
 ,',
'%3 ./*�#� ,3� .%�.% �
 %-$%3 � ,�1/ 0 � %�& #� #'%3 �/*
� ,$%& '#�#/ #/ )'%3 '#),( � &'%3 �1'$� ,3 y = f(x)

� ),(/ ,�$%& [a; b]
%-,*�-�0- , �/�& 0& 0 � �/ %)#(#'0& 0 	#/ #� $,'� , ��%�% ),(/ ,�$* �*/*
 #
 �
'% %-, %/ (0'*. � (%/ ,)'�  �

π

b∫

a

f2(x) dx.
��+'�

� %)� 0'* $/ 0)%3� $%%/ (0'*.0 .%	%$ � $%3 � '#�#/ #/ )'% (0� #/ #' 

� ,
%)', �1'$� ,3 �& ,''%3

t ∈ [a; b]
� (
� $/ 0)%3 '* $%%/ (0'*.',
 �
 %


!0', (%/ ,)'�  �
b∫

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt;

(
� $/ 0)%3 1 $%%/ (0'*.'%& 1 �/ %-.%/ , (%/ ,)'�  �
b∫

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2 dt.

� 8?5F577R 
 I��;.&���� ����9 �� "�!<�9 ����;!�.2�� 5$�� �.&
���<������& ����;!�.� ��+' � �.& !��#���& {xj}

"��!�� �
[a; b]

�

S =

n∑

j=1

min
x∈[xj−1;xj]

f(x) (xj − xj−1); S =

n∑

j=1

max
x∈[xj−1;xj ]

f(x) (xj − xj−1).

M ;�����!�:��� ��: � ��!$
S

� �# �S� �# �S�����& )�.���!�" ��
5E�.2��9 "�559 ��#5)�5� H  �� �� 5$5���� � & �< �� ��9�2 5E�.2��<
"�$�!�%��< ��:� H �.� ��9�2 5E�.2�� ��: � �5��" H E!�:��$ 5���
�# �S�����& ��5���25& $ ��. � �#�!����& �

S̄
� �# �S� �# �S�����& )�.��� �

!�" � ���.�;�:���� ".�5��"�5�&�� H � � ��5���2 ���� ��.� �#�!����& �
� � �

V
� %$ ���C �# �S� H �� ��S�� �

S ≤ V ≤ S.%:.+ 1'6?2-2 /7B2* 3797-2* -73':7/0 ,( B621(8 P ;62L(95 ,34 B(: -(8 -7./5;A-(8 1'6?2-2 1+,;(1+,-7 @9+--7
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�.& ��E�!�!"��� ��
[a; b]

/$� )��
f

����;!�. ��+'� �5�$S H ���$ ���
S�� �

V = π
b∫

a

f2(x) dx.
��"����� �!$;� �"�!�����& ���!��� � 1�<�C {tj}n

j=0

� !��#���
�& "��!�� �

[a; b]
� �#.�5�� ���:��2 �������

t
� � �"���� .������ H � �

� �S��$S ��: � {(x(tj); y(tj))}n
j=0

H � �!�"�9 S �

n∑

j=1

√
(x(tj) − x(tj−1))2 + (y(tj) − y(tj−1))2 =

=

n∑

j=1

∆tj

√
(x′(ξj))2 + (y′(ηj))2,

��+, �

��
∆tj = tj − tj−1

H � �5�$"���& ��:� 
ξj , ηj ∈ [tj−1; tj ]

"�E.�"�S �
���!��� � ��!���� �
∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

∆tj

√
(x′(ξj))2 + (y′(ηj))2 −

n∑

j=1

∆tj

√
(x′(ξj))2 + (y′(ξj))2

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
n∑

j=1

∆tj

∣∣∣∣
√

(x′(ξj))2 + (y′(ηj))2 −
√

(x′(ξj))2 + (y′(ξj))2
∣∣∣∣ ≤

≤ (b − a)max
j

∣∣∣∣
√

(x′(ξj))2 + (y′(ηj))2 −
√

(x′(ξj))2 + (y′(ξj))2
∣∣∣∣ .

M�$"����� H � � !����)&
√

(x′(ξj))2 + (y′(ηj))2 −
√

(x′(ξj))2 + (y′(ξj))2
�

��E�!�!"�� H � ���� H C ! �"����!�� ��E�!�!"�� /$� )�& �"�< ������<
(ξj ; ηj) ∈ [a; b] × [a; b]

� & ��";���� ��.� �� �#5�.9���9 "�.�:���9
!�"����!�� ��

[a; b] × [a; b]
�.& ��5����2� ��.�;�

λ({tj})
� � �����!�

!��#���& � T� �� :���� H & � �
λ({tj}) → 0

H �� ��"���� .������ E!& �
�$S �� ;!���)� ����;!�.2��< 5$� �

lim
λ({tj})→0

n∑

j=1

(tj − tj−1)
√

(x′(ξj))2 + (y′(ξj))2 =



� ��

=

b∫

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt.

�5�$S E�5. ���"��5�2 !��#����" H �.& & �< ��"���� .������ ��+, �
E!&�$S �� ��:��� "�!<�2�� ��� � ��"��� .�����< � � �.$:���&� ���
��� �"�< ��:� �& � � )� E��!�#�� � ����� �!�#��� �� H � �# � �����!
!��#����" E!&�$"�" �� D � -!� )2��$ ��"���� "��E�"����� .������ #$�
�� E!&�$"��� �� ��:��� "�!<�2�� ��� � ��"��� .�����< # � ����:�5��
�� ����;!�.� �

� �"�����& �.&  !�"�� $  ��!��������$ E!�5��!� ���.�;�:�� �
�>F>@> =� 
 � 
� -.*
 %3

a > 0
�'*
.0 (%)� 0'1 	*-.0'0 �*/ *�%
0

y = ax2 � � $! % x ∈ [0; x0]
�


8�? 	R�>77R 

(ax2)′ = 2ax.

M� �C5���� �����$ ������< �

z =
√

1 + (2ax)2 + 2ax ⇔ (z − 2ax)2 = 1 + (2ax)2 ⇔ z2 − 4axz = 1 ⇔

⇔ x =
z2 − 1

4az
⇒ dx =

1

4a

(
1 +

1

z2

)
dz =

z2 + 1

4az2
dz,

��
z(0) = 1.

-����:��� �
z0 = z(x0)

� � $ ��� ��"���� ��!�"�9S �

x0∫

0

√
1 + (2ax)2dx =

z0∫

1

(z − 2ax(z))
z2 + 1

4az2
dz =

=

z0∫

1

(
z − 2a

z2 − 1

4az

)
z2 + 1

4az2
dz =

z0∫

1

(2z2 − z2 + 1)(z2 + 1)

8az3
dz =

=

z0∫

1

z4 + 2z2 + 1

8az3
dz =

1

8a

z0∫

1

(
z +

2

z
+

1

z3

)
dz =

=
1

8a

(
z2

2
+ 2 ln z − 1

2z2

)∣∣∣∣
z0

1

=
1

16a

(
z2
0 + 4 ln z0 −

1

z2
0

)
.
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���

P :F98?:F< 

1

16a

(
z2
0 + 4 ln z0 −

1

z2
0

)
,

��
z0 =

√
1 + (2ax0)2 + 2ax0.

�>??>�577R �= 
 2 /*� , %�#/ .*''� � ,�1/ 0 � ! % '#  $/ 0)%
 ,' ,
'%�./*�#� , � � �� � ,�1/ 1 �%./ ,�'% �%(*.0 / ,�'0�#� $/ 0)%
 ,' ,
'0� ./*

�#� ,
 � * � 1$*'0
 %� � & . ,
 * %�#/. *''� � / ,�'0�#� %� � & ,) ),(�%
),('0� .,
 %�#/. *''� �
�>F>@> =� 
 ��	0-
0.0 %� � & .%/* � .,
 *� 1.)%/ #'%�% %�#/. *' 
'�& $/ 1�* {x2 + (y − R)2 ≤ r2}, (# R > r > 0,

'*)$%
 % %-, *�-�0- �

8�? 	R�>77R 
 �.&

x ∈ [−r; r]
����S �� "�!<�S E�" �.� H � � �#���$�

9�2 )�C  !$;H ����9�25& "��E�"���� /$� )�&�� �

y1(x) = R −
√

r2 − x2; y2(x) = R +
√

r2 − x2,

� %$ ���C �# �S� ��!�"�9 S �

π

r∫

−r

y2
2(x) dx − π

r∫

−r

y2
1(x) dx = 4πR

r∫

−r

√
r2 − x2 dx = 2π2r2R,

"!�<�"$9:� ;�����!�:��C ���5� ����;!�.� r∫
−r

√
r2 − x2 dx

& E.�� �
E �" �.� !�� �$5�

r
�

P :F98?:F< 

2π2r2R.
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���� �� �� � ��������� � �
�� �
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�
 � �������� �����

��7>@577R ��� 
 � %� ',
 )�%/� ($%)*',
 �*/ , (,
-'0� 	0-#

(x; y)

�#
 #& #'. ,) $%%/ (0'*.'%3 �
 %!0'0
R2 � �%-.*)0& % 1 ),(�%),(' ,-. �-1& 1 �

z = x + iy,
� $1 '*(*
 , '*�0)*.0& #& % '%/& *
 �'%� � %/& %� �*�0-1 $%& �
 #$-'%�%
	0-
 * � � 2 (*'%& 1 / *� , i � -0& )%
 � � $0
 '*�)#& % 1� )'%� %(0'0�#� �
��'*	0& % (
� .*$0� 	0-#
 %�#/ *� ,3 (%(*)*''� , & '%� #''� �

(a + ib) + (c + id) = (a + c) + i(b + d);
��++�

(a + ib) · (c + id) = (ac − bd) + i(ad + bc),
��+3�

(
� � $0� -�/ *)(� 1�. �-� -�%
 1	'0
 � �#/ #-. *)'0
 .* / %��%(,
 �'0

�*$%'0 � �% )%'0 -�/ *)(� 1�. �-� (
� (,
-'0� 	0-#
 �

0+i·0 � '#
./*
 �'0
 #
 #& #'. ! %(% (%(*)*''� ����� � � $0
 '*(*
 ,
�%�'*	*.0& #& % � � � 
� (%),
 �'%�%

z = x+ iy
,-'1 .*$# �/ %.0
 #� 
'## (% '�%�% 	0-
 % �

−z = (−x) + i(−y),
�/ 0 � $%& 1

z + (−z) = 0.
1 + i · 0

� '#
./*
 �'0
 #
 #& #'. ! %(% & '%� #''� ����� � � $0
'*(*
 , �%�'*	*.0& #& % � � � 
� (%),
 �'%�%
z = x + iy 6= 0

,-'1 .*$#%�#/ '#'# (% '�%�% 	0-
 % �
z−1 =

x + i(−y)

x2 + y2
,

�/ 0 � $%& 1
z · z−1 = 1.�*$0& 	0'%& � .%	$0 (#$*/.%)%3 �
 %!0'0 ,� �*(*'0& 0 (,�&0 (%
(*)*''� , & '%� #''� ��������� 1. )%/��. � �%
 #� � $# '*�0)*�. �

%�29'/62L-' 1+,-(.-( ;(L7/B5 B((6,2-7/ ;3(=2-2
R2
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�%
 #& $%& �
 #$-'0� 	0-#

C

� * -*& 1 �
 %!0'1 � $%& �
 #$-'%� �
 %

!0'%� � � * � ,
 �
 %!0', )0(,
��. � (,
-'1 ),-� � ),-� *�-�0- � ,1� )'1 � ),-� %/ (0'*. � � $, '* / 0-1'$*� �%�'*	*�. � ),(�%),('% � �

z.* ��
z
�

M�$"����� H � � �.& "5�< � �C5��< :�5�. !��$.2��� �!�/����:��<
� �C H ��E!�"������< $ E�.� � �C5��< :�5�.

R
H �#�;�S�25& � !��$.2���

��� "��E�"����< �!�/����:��< � �C ��++� �+3� H & � � � �C5�� :�5.�
x���������� �  ��E.� 5��� :�5.��

x + i · 0
� ��� % �  ��$:� H E�.�

 ��E.� 5��< :�5�. ��5���2 E�.� � �C5��< :�5�. �
1���.� �.������ � �C5��� E!&��� E�� �"������� � �C5���� :�5.���

�� �� :���� �
x = x + i · 0,

� �.������ $&"��� �5� ��E�5$"������� "
�� ��$ "�;.&� � �

iy = 0 + iy.M ����:���& ��+3 � "�E.�"�S �� � !�"��5�2 �
i2 = −1,

� � E�&5�9S
���"$ 1� )'* ������)&� �  "��!�� ��"�.2��;� (,
-'%�% :�5.� ��"�� �S� �
��C �

��7>@577R ��� 
 � 
� $%& �
 #$-'%�% 	0-
 *
z = x + iy

) '%/& *
 �',

�%/& , %�'*	0& % �(0) � / 0- � ��� �

• -�/�� #'# (% '�%�%
z̄ = x+i(−y)

� -0& #./ 0	'# ),('%-'% (,
-'%3%-,�
• *�-%
�.'1 )#
0	0'1 �& %(1
 �� |z| =

√
x2 + y2

� (%)� 0'1 )#$
.%/* −−−−→(x; y)
� (
� � $%3 -�/*)(� 1 . �-� '#/ ,)',-. � ./ 0$1.'0$* �

|z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|;

• U
�
�

z
� �$1.%)0
� */ �1& #'. � � $1. ),( (%(*.'%�% '*�/�& 1(,
-'%3 %-, (% )#$.%/ *� -�/�& %)*'%�% � �%	*.$1 $%%/ (0'*. (%.%	$0
(x; y)

$%%/ (0'*.'%3 �
 %!0'0 � '#)0�'*	#'0
 (
� z = 0.� 
� %('%�% 
 .%�% -*& %�% $%& �
 #$-'%�% 	0-
 *
z
,-'1 �
 ,	#''*& '%� 0'* �'*	#'� � �� z

� ! % ),(/ ,�'��. �-� & ,� -%�%� '* � ,
 ,$/ *.', 2π
�(%�1.$0

2π
'* � ,
 , 	0-
 *� � �%
 � */ �1& #'. ,) z

�
� $0
 '*
 #� 0. � (%

(−π; π]
� '*�0)*�. � �%
 %)'0& �'*	#''�&*/ �1& #'.1 , �%�'*	*�. � 	#/ #� ��� z

�

• � �

z = x
.* ��

z = y
� (,
-'1 
 1� )'1 	*-.0'0 $%& �
 #$-'%�%

	0-
 *
z
�



� ��

� �

z
������������*

HHHHHHHHHHHHj

z

z̄

������������*�������������

|z|

��
�

zK

6
��

z

�������������
−z

D -

�	 
� �� � 1�CE!�5��% � /$� )��  ��E.� 5��;� :�5.� �

T�� � ��S�� �
Arg(−z) = Arg z + π; Arg z̄ = −Arg z;

| − z| = |z̄| = |z|; z · z̄ = |z|2; z−1 =
z̄

|z|2 .
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 �� ,� ',-. � /� (1 $%& �
 #$-'0� 	0-#
 / %�1& ,�. � � $%('%	*-'1 �� ,� ',-. � ()%� /� (,) � (,
-'0� .* 1� )'0� 	*-.0' )-,�
	
 #',) /� (1 $%& �
 #$-'0� 	0-#
 � �1& * /� (1 $%& �
 #$-'0� 	0-#
 �$%& �
 #$-'# 	0-
 %� (,
-'* 
 1� )'* 	*-.0'* � $%�%  ),(�%),('0& 0 -1
& *& 0 /� (,) (,
-'0� , 1� )'0� 	*-.0' )-,� 	
 #',) /� (1 $%& �
 #$-'0�
	0-#
 �
�2 
2 
 ��������������� � ����

��7>@577R ��� 
 ��#/ #& % '* �
 %!0', �/ %& ,'� � �%	*.$%& � ��%


�/ '1 ),-�� , (%(*.'0
 '*�/�& )0& ,/� )*''� $1. ,) � � %-. *)0& % 1),(�%),(',-. � $%� ',
 .%	� , � 6=� �
 %!0'0 )�%/� ($%)*'1 �*/ 1 (r; ϕ)� �%
�/ ', $%%/ (0'*.0 '* �
 %!0',� (# r

� ),(-. *'� & ,� .%	$*& 0
� 
 ��

ϕ
� $1. ),( �%
�/ '%3 %-, (% �/ %& #'� � �%	*.$%& �� � $0
 & ,-
.0. � 	 � � 
� .%	$0 � %�'*	0& % �%
�/ ', $%%/ (0'*.0 r = 0

�
ϕ = 0.

�5�$S "��S��� �������:�� "��E�"����5�2 ��� �������9 ��:� E.��
���� #�� E�:�� $  ��!����� �

(0; +∞)×(−π; π]
� E���������9 ����

:��2 E�.&!��<  ��!�����
(r; ϕ)

�
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M����� ��  ��E.� 5��C E.�� ��� E�.&!��  ��!������ �

• �� E�.&!�$ "�52 �#�!��� E!����2 ��� ����< :�5�. � �C5��� �5� �
• �� ��� ����C ��E!&� "���!9"���&  $��" �#�!��� ��E!&� E�"��

!��$ "�� � �C5��� �5� �� $&"��� �5� ��  $�
π
�� �

� � �
z = x + iy

� ��!��.2�� /�!��  ��E.� 5��;� :�5.� H ��
C�;� E�.&!��  ��!������ ��9�2 �� �C "�;.&� �

r = |z|; ϕ = Arg z.-!� )2��$
x = r · cosϕ, y = r · sin ϕ.
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z = r(cos ϕ + i sinϕ)
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r1(cos ϕ1 + i sinϕ1) · r2(cos ϕ2 + i sinϕ2) =

= (r1r2)(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).
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(r1 cosϕ1 + ir1 sin ϕ1) · (r2 cosϕ2 + ir2 sin ϕ2) =

= (r1 cosϕ1 · r2 cosϕ2 − r1 sin ϕ1 · r2 sin ϕ2) +

+ i · (r1 cosϕ1 · r2 sin ϕ2 + r1 sinϕ1 · r2 cosϕ2).
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(r1r2)
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z1 · z2 = z̄1 · z̄2.=>B; :F8A J� �� 86�?;> �?>?6> � 
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 �'%�%
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-'0� � .* ϕ
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(r(cos ϕ + i sinϕ))n = rn(cosnϕ + i sinnϕ).%�5716 ,' 
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cosnϕ

��
sinnϕ

:�!��
cosϕ

�
sin ϕ

�
r = 1

� �

cosnϕ = cosn ϕ − C2
n cosn−2 ϕ sin2 ϕ + C4

n cosn−4 ϕ sin4 ϕ − · · · ;
sin nϕ = C1

n cosn−1 ϕ sin ϕ − C3
n cosn−3 ϕ sin3 ϕ + · · · .
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 �0/*� cosϕ + i sinϕ
1 ./ 0�%'%& #./ 0	',
 �%/& ,�*�0-1 $%& �
 #$-'%�% 	0-
 * �%�'*	*.0& #& % 	#/ #� eiϕ.

+* & % �
e2πi = 1.
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0)* � �#%& #./ 0	'%�% �& ,-.1 %�#/ *� ,3 & '%� #''� �
�� �*& ,'* '# �%/& *
 �'*� �% �1'$� ,�

ex & %� '* �%�0/ 0.0 '* )-�$%& �
 #$-'1 �
 %!0'1 � �'*� %(�	0 33 �'*	#''� � $ -1& 1 ),(�%),('%�%/� (1 �#

 %/* � 2 ��%& 1 � ,(� %(,
eiϕ (%/ ,)'�  �

1 +
iϕ

1!
+

(iϕ)2

2!
+

(iϕ)3

3!
+

(iϕ)4

4!
+

(iϕ)5

5!
+

(iϕ)6

6!
+ · · · =

= 1 +
iϕ

1!
− ϕ2

2!
− iϕ3

3!
+

ϕ4

4!
+

iϕ5

5!
− ϕ6

6!
− · · · =

=

(
1 − ϕ2

2!
+

ϕ4

4!
− ϕ6

6!
+ · · ·

)
+ i

(
ϕ

1!
− ϕ3

3!
+

ϕ5

5!
− · · ·

)
=

= cosϕ + i sinϕ.2 -.#�#'#)%& 1 /� (, (
� eiϕ %(0' �* %('0& 	#/ �1�. �-� (,
-', . *-1.% 1� )', (%(*'$0 � .%& 1 � (,
'#', �#/ #-. *'%)$0 %��/ 1'.%)*', ! %
(% �'*� %(� #''� �/ *'0� , 	*-.$%)0� -1& � �*$0& 	0'%& � -�/ *)(� 1

�. �-� / ,)'%-. , �

 #/ * �

cosϕ =
eiϕ + e−iϕ

2
; sin ϕ =

eiϕ − e−iϕ

2i
.

*���:���& ��E�!�!"��5�� �� ��/�!��)�C�"��5�� /$� )�� �����
#�� $5 .�����2 E�%�!��� �� ������$  ��E.� 5�����:��< /$� )�C(,
-'%3 ������� H & � � E�< ���$ !��$���� & 5$�$ E�<����< � �C5��� ��
$&"��� :�5��� ���:���& /$� )�� � T�� � ��S�� �

deiϕ

dϕ
=

d

dϕ
(cos ϕ + i sin ϕ) = (− sinϕ + i cosϕ) = ieiϕ.
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x =

n∑

j=1

jk cos jϕ, y =

n∑

j=1

jk sin jϕ
�

�.&
ϕ 6= 2lπ

H
l ∈ Z,

�� ��"�� �S���;� ) �.�;�
k
�

z = x + iy =

(
d

i dϕ

)k n∑

j=1

eijϕ =

(
d

i dϕ

)k

eiϕ · einϕ − 1

eiϕ − 1
,

#� $ #$�2�& ��$  �.2)� 5E!�"��$S�25& �� � !�"��5�2 �

(1 − q)(1 + q + q2 + q3 + · · · + qn−1) = 1 − qn.
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�% -. #�#'� $%& �
 #$-'%�% 	0-
 * � � � $! % wn = z.45865�> �=�
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z 6= 0
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n
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w = n
√

r · eiϕ/n.
U!;$����  ��E.� 5��;� :�5.� "����:�9�2 � ��:��5�9 ��

2π
H ���$

�!$;�C 5E�"������ $ E!�"�C :�5���� �5����2�� !�"��5�� ��#$"�S
n!����< ���:��2 {ei(��

�
z+2kπ)/n}n−1

k=0
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 � %/ #', n
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 #'.'1
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 *-,) #$),)*
 #'.'%-. , � ,
0� 	0-#
 � ! % & *

�. � %('*$%), %-. *	 , �/ 0 (,
 #'', '* �� 1 .%& 1 / %�1& ,'',� ! % (%�1. 
$1 $%/ #',) ),(�%),(* -1& * ),(�%),('0� $
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 6�!��9

n
�;� 5��E��& � �

ei2jπ/n E�5��"��� $ "��E�"�� �
��5�2  .�5 � "�"�.�����5�� H � � ��5���2

j
H
j = 0,

�H � H ��� H
n − 1

� T�� �
��S�� �

ei2jπ/n · ei2kπ/n = ei2(j+k)π/n = ei2lπ/n,

& � �
(j + k)

n≡ l ⇔ (j + k − l)

���
n ⇔ ∃ m ∈ Z j + k = l + mn.
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n = 2,
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 �'%�% $%& �
 #$-'%�% � %�'*	0& % �
ez =

+∞∑

j=0

zj

j!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+ · · · . ��+7�

��"�����  �!� ���5�2 �� �;� ����:���& H ��#�� �#�� ��5�2 !&�$
��+7� � � �C5�� C $&"�� :�5����  ����;� ��� �� � )2�;� !&�$ �� E�!��
"�� $9�2 �� �#5�.9���9 "�.�:���9 "��E�"���� :.��� �#����;� !&�$ �

e|z| =

+∞∑

j=0

|z|j
j!

= 1 + |z| + |z|2
2!

+
|z|3
3!

+
|z|4
4!

+ · · · .

� �C5�� C $&"�� :�5���� :�5� �"�< 5$� !&�$ ��+7� �#�;�9�25& & /$��
�������.2�� E�5. ���"��5�� E�"��;� E!�5��!$

R
H #�

max





∣∣∣∣∣∣
� �

L∑

j=K

zj

j!

∣∣∣∣∣∣
;

∣∣∣∣∣∣
�� L∑

j=K

zj

j!

∣∣∣∣∣∣



 ≤

∣∣∣∣∣∣

L∑

j=K

zj

j!

∣∣∣∣∣∣
≤

L∑

j=K

|z|j
j!

−→
L ≥ K

K → +∞

0.
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 ∀ z1, z2 ∈ C ez1+z2 = ez1 · ez2 .

� 8?5F577R �

(z1 + z2)
l

l!
=

l∑

j=0

zj
1

j!
· zl−j

2

(l − j)!
,
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ez1

��
ez2

H
5$�� E�!&� �"�< ����!�" & �< ��!�"�9S

l
� I ����)&

2n∑

j=0

zj
1

j!

2n∑

k=0

zj
2

k!
−

n∑

l=0

(z1 + z2)
l

l!
=

=

2n∑

j=0

zj
1

j!

2n∑

k=0

zj
2

k!
−

n∑

l=0

l∑

j=0

zj
1

j!
· zl−j

2

(l − j)!

��+	�

��5���2 ����� �
(zj

1/j!) · (zk
2/k!)

H " & �<
n < j ≤ 2n

�#�
n < k ≤ 2n

�
M �;.&�$ �� )� � � �#5�.9��� "�.�:��� �� E�!�"��$S �

e|z1| max

{ |z2|j
j!

}+∞

j=n+1

+ e|z2| max

{ |z1|j
j!

}+∞

j=n+1

−→
n→+∞

0.

�.& ��"�!% ���& ��"�����& ��5����2� �� �C5���� ;!���:��C E�!�< ��
n → +∞ $ !�"��5�� ��+	� �
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z = x + iy
� '%/& *
 �'* � %/& * �*�0-1 $%& 


�
 #$-'%�% 	0-
 * � �%(, & * & % �
ez = ex · eiy = ex(cos y + i sin y).=>B; :F8A JJ 
 � 
� (%),
 �'0� $%& �
 #$-'%�%

z = x+ iy
� �*�0-*'%�% 1'%/& *
 �',
 �%/& ,� , (,
-'%�% t

& * & % �
dezt

dt
=

dext(cos yt + i sin yt)

dt
=

= xext(cos yt + i sin yt) + ext(−y sin yt + iy cos yt) =

= (x + iy)ext(cos yt + i sin yt) = zezt.
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 #$-'%�% 	0-
 * � .*$%� / ,)',-.� � z = e

��
z.

� � �
z = reiϕ � ��

z = ρ + iω
� �!�;������!�:�� C ��!��.2��

/�!�� ��E�5$ "��E�"����
z
�� ��

z
H �� ��S�� �

ρ = ln r; ω = ϕ + 2kπ, k ∈ Z.

� #�:��� H �.& ����;� C ��;� 5���;�  ��E.� 5��;� :�5.�
z
�5�$S

�. �:���� ������� ���:��2 ��
z
H � � "��!���&9�25& ��� 5�#�9 �� )�. �
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2πi

���#$� �
2πi
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 #''� '*

x2 + 1
�

C = R[x]

/
x2+1≡ .
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 1� �5�$S � �C5��;� :�5.� H  "��!�� & �;� ��!�"�9 S −1
H

���$ ���;�:.��
x2 + 1

S ���"����� $
R[x]

� M�$"����� H � � �5��:�9 "
R[x]

"�� � �.���& ��
x2+

� S ���;�:.�� H 5��E��2 & �;� �� E�!�"��$S ��
6���� �� �C ���;�:.�� ��S "�;.&� �

a+ bx
� -�5��"��� C��$ $ "��E��

"����5�2  ��E.� 5�� :�5.�
a + ib

� � �;������5�2 �E�!�)�C ����"���&
�5��: ��  ��E.� 5��< :�5�. �:�"���� � � ��� �E�!�)�� �������& ���
S�� �

(a + xb) · (c + xd) = ac + x(ad + bc) + x2bd =

= (ac − bd) + x(ad + bc) + (x2 + 1)bd
x2+1≡ (ac − bd) + x(ad + bc).

�������  ��E.� 5��< :�5�.
C

� E�.� H ���$ E�.�� S �  �.2)�
�5��:

R[x]

/
x2+1≡ .
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 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � +*./ 0�� / %�& ,/ 1 J × L
'*( �%
 #&

K
� �/�& %$1.'* .*�
0��#
 #& #'. ,)

K
� � $, '*�0)*�. � #
 #& #'. *& 0 & *./ 0� , . * / %�.*


� %)*', 1 � /� ($*� , � -. %)�	0$*� � +*./ 0�� �%�'*	*�. � *�%
�*�0-1�. � �%)',-.� .*$ �

A = ||ajl||J L
j=1 l=1 =




a11 a12 a13 · · · a1L

a21 a22 a23 · · · a2L

a31 a32 a33 · · · a3L

· · · · · · · · · · · · · · ·
aJ1 aJ2 aJ3 · · · aJL




.
��3D�
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 #& #'. * & *./ 0� , � '%& #/ 0 /� ($* , -. %)�	0$* & *. 
/ 0� ,� (% � $0� '*
 #� 0. � (*'0
 #
 #& #'. �
� � �
0
 )#$. %/ 
-. %)�	0$ �� 
0
 )#$.%/ 
/� (%$� & *./ 0� , � � )#$
.%/ � $%%/ (0'*.*& 0 � $%�%  #
 #& #'.0 �
�% -.%)�	0$* �� 
�% /� (
$*� & *./ 0� , � � / %�.*� %)*', 1 �%/� ($1 �/ %-. *''� '#� ,$-%)*
'0� ,'(#$-,) �
� � � 
� & *./ 0�� %('%�% / %�& ,/ 1 %�'*	0& % -1& 1 � & *./ 0�� � $%


� #' #
 #& #'. � $%3  -1& %� ),(�%),('0� #
 #& #'. ,) & *./ 0��
(%(*'$,) �
A + B = ||ajl||J L

j=1 l=1 + ||bjl||J L
j=1 l=1 = ||ajl + bjl||J L

j=1 l=1.

� � ��'*	0& % & '%� #''� & *./ 0�� '* #
 #& #'.0 �%
� �
λ · A = A · λ = ||λ · ajl||J L

j=1 l=1.

� � � $! % $,
 �$,-. � -.%)�	0$,) �#/� %3 & *./ 0� , (%/ ,)'�  $,
 �
$%-. , /� ($,) (/ 1�%3� .% %�'*	0& % (%�1.%$ �0� & *./ 0�� � $
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�/ '0
 (%�1.%$ )#$.%/ ,) � � 
�% /� ($* �#/� %3 & *./ 0� , . * �
�%-.%)�	0$* (/ 1�%3 & *./ 0� ,�

||ajl||J L
j=1 l=1 · ||blk||L K

l=1 k=1 =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

L∑

l=1

ajlblk

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

J K

j=1 k=1

�

/ #�1
 �.*. & '%� #''� & *./ 0� , � '* 	 -�/ *)* *�% 	 '* �
�
 ,)* �

�� � )*(/ *.'* & *./ 0�� � & *./ 0�� � %('*$%)%� $,
 �$,-.� /� ($,), -.%)�	0$,) �
� � {ajj}J

j=1

.* {aj J−j+1}J
j=1

� �%
 %)'* 
 �%� ,	'* (,*�%'*
 , $)*(
/ *.'%3 & *./ 0� , ||ajk||J J
j=1 k=1.

� $! % 1 . #$-. , '#& * 1.%	'#'��.% (,*�%'*
 � / %�1& ,�. � � $ �%
 %)'1 (,*�%'*
 � �
� � � )*(/ *.'* & *./ 0�� � � (,*�%'*
 �'*� � $! % )-, 33 #
 #& #'.0�%)', �%
 %)'%3 (,*�%'*
 , (%/ ,)'��. �

0
�

A =




λ1 0 0 · · · 0
0 λ2 0 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · λJ




.
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 �', & *./ 0� , �*�0-1�. � ! # 
 .*$ �
A = diag(λ1, λ2, λ3, ... , λJ ).

�� � � )*(/ *.'* & *./ 0�� � & * �
 %	'%
(,*�%'*
 �'0
 )0�
� (� � $! %,-'1�. � .*$, $)*(/*.', & *./ 0� , �& %� 
0)%� / ,�'%�% / %�& ,/ 1�
Al

�
l = 1

�
2
� ��� � �� �/ 0 � $0� �

A =




A1 0 0 · · · 0
0 A2 0 · · · 0
0 0 A3 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · AJ



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& ,/ 1� � )-, #
 #& #'.0 � $0� (%/ ,)'��. �
0.
" ,)',-. � ����� -
 1�1 %�'*	#''�& .*$%�% �*�0-1 �

A = diag(A1, A2, A3, ... , AJ ).

1���.� �#������5& !��;.&���  "��!����< ���!�)2 ����;� !���
��!$

N × N
H �.& 5 �!�:���& ��E�5$ & �< �� " ��$"������� ��� �

����� ���� 5�" H � "� ��!�"�5��"E:� �" � ���!�)2
N × 1

H & � E����:��
������ ��.��2 ��� .����52 ��� .���!��� �
45865�> �=� 
 +'%� 0'* $)*(/*.'0� & *./ 0�� 1.)%/�  $,
 ��# �
� 8?5F577R 
 8E!�"� � H ��S�� �

(||ajk|| · ||bkl||) · ||clm|| =

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

ajkbkl

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ · ||clm|| =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

l=1

N∑

k=1

ajkbklclm

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

N∑

l=1

ajkbklclm

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣= ||ajk|| ·
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

l=1

bklclm

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣= ||ajk|| · (||bkl|| · ||clm||).

T� �� :���� H 5E!�"��$S�25& 5E�.$:��C ��5�)����"��C � �� �� ����
����& �

(AB) C = A(BC).
�E�.$:��C �� �� �.& ����"���& �

(A + B) + C = A + (B + C)
�

#��E�5�!����C ��5. ��� �� �;� 5���;� �� ��$ �.& E�.& :�5�. � �����
:���& �E�!�)�� ����"���& ���!�)2 �

8E!�"��$S�25& !��E�� �.2��C ���5�!�#$��"��C � �� �� �
A(B + C) = AB + AC

�

||ajk|| · (||bkl|| + ||ckl||)= ||ajk|| · ||bkl + ckl||=
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

ajk(bkl + ckl)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

ajkbkl

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

ajkckl

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ = ||ajk|| · ||bkl|| + ||ajk|| · ||ckl||.

���.�;�:�� ��"��&�2 �� � 5E�""����%���& �
(A+B) C = AC +BC.-�!�5��"��C � ��$����"��C � �� �� ����"���& �

A + B = B + A
�

#��E�5�!����C ��5. ��� �� �;� 5���;� �� ��$ �.& E�.& :�5�. � �����
:���& �E�!�)�� ����"���& ���!�)2 �



���

�>??>�577R �O 
 � 
� (%),
 �'%�% $,
 ��� & *./ 0�� -�/ *)(� 1 . �-�.*$* / ,)',-. � �
(diag(A1, A2, A3, ... , AJ))n = diag(An

1 , An
2 , An

3 , ... , An
J).

��3��
� 8?5F577R 
 I �"� �5�2 ��3�� � ��5. ��� ����:���& �������& ���!�)2
:�!�� 5 �.&!��C ��#$�� !&� � E�!%�;� 5E �"������ � �� 5��"E:� 
�!$;�;� 5E �"������ � �� "�;.&�$ ��3 �� #.�:���� ��;���.2��< ���!�)2 �
��7>@577R �=O 
 � %� '%& 1 $%& �
 #$-'%& 1 	0-
 1 ) '%/& *
 �',
 �%/ 
& ,

z = x + iy
�%-.*)0& % 1 ),(�%),(',-. � & *./ 0�� �

M(z) =

(
x y

−y x

)
.

��3'�

�%(, (
� (%),
 �'0� $%& �
 #$-'0� 	0-#

z1
,
z2
& * & % �

M(z1 + z2) = M(z1) + M(z2); M(z1 · z2) = M(z1) · M(z2).

�*$1 )�* &'% %('%�'*	'1 ),(�%),(',-. � �%
� $%& �
 #$-'0� 	0-#

C

� ,(& '%� 0', & *./ 0�� 2×2
)0�
� (1 ����� � (,
-'0& 0 #
 #& #'.*& 0'*�0)*�. � & *./ 0	'0& �%(*''�& �& *./ 0	'%� � %/& %�� $%& �
 #$-
'0� 	0-#
 �

�� 
2 
 ���5������� ���� ���8 �������
�>??>�577R �� 
 � ,3 � & *./ 0��& 0 �%./ ,�'% � (,
-'� )*.0 � )/ *� %
)1�	0 .*$, �*-. #/ #� #''� �

� � +'%� #''� & *./ 0�� � '#$%& 1.*.0)'# � � *�/ 0$
 *( �
(

0 1
0 0

)
·
(

0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
6=
(

0 0
0 1

)
=

(
0 1
1 0

)
·
(

0 1
0 0

)
.


 � "#�1
 �.*. &'%� #''� -�/*)* 	0 �
 ,)* & *./ 0� , A
'* (,*�%
'*
 �'1 & *./ 0�� �

diag(λ, λ, λ, ... , λ) =




λ 0 0 · · · 0
0 λ 0 · · · 0
0 0 λ · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · λ




� ��3, �



���

& *./ 0�� � )-, #
 #& #'.0 � $%3 � ),(�%),(', #
 #& #'.0 & *./ 0� ,
� � �%& '%� #', '*

λ
� � %& %)0& %-� & *./ 0� , )0 �
� (1 ����� '*(*
 ,

�%�'*	*.0 	#/ #� λ
�

• � $! % λ = 1
� .% & *./ 0�� ����� '*�0)*�. � %(0'0	'%�& *./ 0�#� �

• � $! % λ = 0
� .% & *./ 0�� ����� '*�0)*�. � '1
 �%)%� & *. 
/ 0�#� �

� � � $! % � 
0
 /� (%$ -� ,)& '%� '0$* � (%�1.$1 & *./ 0�� �	 -$
 *
(* . �-� � '1
 ,)� .% 
 � 
0
 /� (%$ (%�1.$1 & *./ 0�� �	 & ,-
.0. � 
0� # '1
 ,�
� � � $! % � 
0
 -. %)�	0$ -� ,)& '%� '0$* 	 (%�1.$1 & *./ 0�� �	-$
 *(* . �-� � '1
 ,)� .% 
 � 
0
 -.%)�	0$ (%�1.$1 & *./ 0��

�	 & ,-.0. � 
0� # '1
 ,�
� � � #� *
 (
�

j 6= k
�

Djk =




1 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 1 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 0 1 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
0 0 0 .. 1 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 1 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 1 .. 0 0 0 .. 0 0 0
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
0 0 0 .. 0 0 0 .. 1 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 1 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 1 .. 0 0 0
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 1 0 0
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 1 0
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 1




� & *./ 0�� � ) � $%3 1 � 
& 1 /� ($1 � 
�% -. %)�	0$* . * ) � 
& 1 /� ($1
� 
�% -.%)�	0$* / %�.*� %)*'% 1

� )-, ,'� , #
 #& #'.0 �%)', (,*�%
'*
 , (%/ ,)'��. �
0
� * #
 #& #'.0 (,*�%'*
 , �

1
� $/ ,& .0� � � $,-.%�. � 1 � 
& 1 .* � 
& 1 /� ($*� , (%/ ,)'��. �

0
� �%(, & '%� #''�& *./ 0� , A '* & *./ 0�� Djk

)#(# �



���

• �
 ,)* � (% )�* &'%3 �*& ,'0 ��#/ #-. *)
�''�� � 
�% 
 � 
�%/� ($,) & *./ 0� , � �/ 0 ��#/ #� #'', '#�& ,''0& 0 �'*	#'�#
 #& #'. ,) 1-,� ,'�0� /� ($,)�
• -�/*)* � (% )�* &'%3 �*& ,'0 ��#/ #-. *)
�''�� � 
�% 
 � 
�%-. %)�	0$,) & *./ 0� , � �/ 0 ��#/ #� #'', '#�& ,''0& 0 �'*


	#'� #
 #& #'. ,) 1-,� ,'�0� -.%)�	0$,) �
� � � #� *


Λjk
� & *./ 0�� � ) � $%3 ) � 
& 1 /� ($1 � 
�% -.%)�	0$* / %� 
.*� %)*'# 	0-
 %

λ
� * )-, ,'� , #
 #& #'.0 (%/ ,)'��. �

0
� �%(,& '%� #''� & *./ 0� , A '* & *./ 0��

1+Λjk =




1 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 1 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 0 1 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
0 0 0 .. 1 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 1 0 .. 0 λ 0 .. 0 0 0
0 0 0 .. 0 0 1 .. 0 0 0 .. 0 0 0
.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ..
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 1 0 0
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 1 0
0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 0 .. 0 0 1




)#(# �
• �
 ,)* � (% (%(*)*''� (% � 
�% /� ($* & *./ 0� , � � 
�% /� ($*

� , 3 & *./ 0� ,� �%& '%� #'%�% '* λ
� �/ 0 ��#/ #� #'', '#�& ,' 
'0& 0 �'*	#'� #
 #& #'. ,) 1-,� ,'�0� /� ($,)�

• -�/*)* � (% (%(*)*''� (% � 
�% -. %)�	0$* & *./ 0� , � � 
�%-. %)�	0$* � , 3 & *./ 0� ,� �%& '%� #'%�% '*
λ
� �/ 0 ��#/ #
� #'', '#�& ,''0& 0 �'*	#'� #
 #& #'. ,) 1-,� ,'�0� -.%)�


	0$,) �
8$�$ !&� �" �5��"E:� �" � ���!�)� !��$��S�� & 5$�$ "��E�"����<

"� ��!�"�!&� �" �"� ��!�"�5��"E:� �" � �
��7>@577R �=� 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �



���

� � +*./ 0�� C−1 %�#/ '#'* (% & *./ 0� , �� � $! % 33 (%�1.%$ � �(%/ ,)'�  %(0'0	',
 & *./ 0� ,� .%�.% C−1 · C = 1.


 � +*./ 0�� '*�0)*�. � '#)0/ %(� #'%� � � $! % ,-'1 %�#/ '#'* (%'#3�
� � � %�'*	0& % 	#/ #� GL(N, K)

�/ 1�1 '#)%/ %(� #'0� & *./ 0�� / %� 
& ,/ 1 N×N
'*( �%
 #&

K
! %(% & '%� #''� � GL(N, K)

'*�0)*�. �.*$%�# ��%)'%�� �/ 1�%� 
 ,' ,
'0� �#/ #. )%/ #'� � 
)0& ,/ '%�%)#$. %/ '%�% �/ %-. %/ 1 '*( �%
 #&
K
�

�>??>�577R �� 
 � 
� (%),
 �'0� �%
�
K
, '*.1/ *
 �'%�% � �

� � +'%� 0'*
GL(N, K)

1.)%/�  �/ 1�1 � �%
∀ A, B ∈ GL(N, K) (B−1A−1)AB = 1 ⇔ (AB)−1 = B−1A−1.


 � �*)(� $0 *-%� ,*.0)'%-. , & '%� #''� & *./ 0�� � %�#/ '#'* (% (*
'%3 �
 ,)*� � 
 ,)0
 %�#/ '#'0
 #
 #& #'. �/ 1�0 GL(N, K)
�  (0'*, (%/ ,)'�  %�#/ '#',
 (% (*'%3 & *./ 0� , -�/ *)* �

C−1 · C = C · C−1 = 1.

N��E�5�!���2�9 E�!�"�! �9 ����� E�!�5"��:���5& H � �
(

a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

a11a22 − a12a21

(
a22 −a12

−a21 a11

)
.

�� 
� 
 � �� ���� ������� � ���8�� � ������ �
N$�2�& $ 5�5���$

n
. ���C��< !�"�&�2 �  ��/ �) �S����� � E�.&

K"����5��
m

������<





a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · + a1mxm = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · + a2mxm = b2

........................................................... ... ...
an1x1 + an2x2 + an3x3 + · · · + anmxm = bn

��3+�

%�9+./ B(:-(F( .3(17 ;(,7-(8 ,73+ -7@12 ./7-' @6(@59+329 32?' ;+.34 (@-7A>(93'--4 @ B56.(9 12=(8 73F')62 C



���

����� ��E�5��� $ �� ��$ "�;.&� � �

Ax = b,

��
A = ||ajk||

� �%
 %)'* & *./ 0�� !����!$
n×m

"�����<  ��/ �)�S���"
!�"�&�2 ��� E�.��

K, b ∈ Kn � "� ��!�5��"E:� "�����< E!�"�<
:�5��� !�"�&�2 H

x ∈ Km � "� ��!�5��"E:� ��"�����<
m

������< �
� � � ���!�)&

A
�  "��!���� �

n = m
� � ��"�!������ H �� ��S�� �

x = A−1b.

-!�C�&���9 /�!��9 ��E�5$ 5�5���� ��3+� S ��E�5 $ "�;.&� � / %� 

�0/ #'%3 & *./ 0� , !����!$ n × (m + 1)

�

(A|b) =




a11 a12 a13 · · · a1m

a21 a22 a23 · · · a2m

· · · · · · · · · · · · · · ·
an1 an2 an3 · · · anm

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

· · ·
bn


,

��33�

�� ��&"��5�2 "�!�� �.2��� !�5 � E�!�� "� ��!�� �5��"E:� �� E!�"�<
:�5��� �#�" �&� �"� �

8�5���$ !�"�&�2 ��3+� ����� !��" �&�$"��� ������� E�5. ���"���
;� "� .9:���& ������< � & #.%(%& �*1-*# H  �.�  !� ��  !� ��
�� ��E���;�9 � "�"�.�����< E�!��"�!��2 "�������99�2 ���$ 5�5���
�$ ��3+� H � �# ����%���  �.2 �5�2 ������< $ !�"�&��&< � ��!�����
!��" �&�� �

�� 4�#�!��� !�"�&��& � ��C���%�� E�!&� �"�� ����!�� H " & ��$
 ��/ �)�S�� E!�

x1
"�������C "�� D H � E����&S�� C�;� ��5)&�� �

E�!%�� !�"�&��&� 5�5���� ��3+� � I��;.&��9:� �#!��� ! �"�&��
�& ��.2 � "����5��

x1
H ���<����� "�!�� �.&

x1
:�!�� "�����

 ��/ �)�S��� �� !�%�$ ������< � - �� 5��".&S�� ��!����� ���:���
�& �.&

x1
$ "5� H  !�� "�#!���;� H ! �"�&��& H & � ��.�%�S�� #��

���� � T� �� �C5�9S�25& E�!%� E�!��"�!���& 5�5���� ��3+� ��
� "�"�.����$ �C 5�5���$H " & �� " $5�< !�"�&��&< H  !�� E�!%�;� H

%� 763 �6+,6+* �75. ;<III@ <=

C D -+9'E0B2> 97/'97/2B P Q +@2B P 7./6(-(9 +F'(,'@2./C �(F( 6()(/2 .5//<1( 1;32-532 -7 6(@12/(B 12=(8 73F')62 P ,2Q '6'-AE+730-(8 F'(9'/6+8 P /'(6+8 /4: +--4 P B37.2L-(8 /'(6+8 '3'B/62B2 /7 97F-'/2@95C

1/(6 )7F7/0(* ,(1','-0 ����	��� �
�� 
� � �� �
�� � ;6( 6(@B37,'--4 )5,0A4B(F(9-(F(L3'-7 -7, ;(3'9 B(9;3'B.-2* L2.'3 -7 3 +-+>-+ 9-(: -2B2 C



���

"�� 5$��& ������
x1

� � � �  ��/ �)�S��� E!�
x1

" $5�< !�"�&��&<
5�5���� ��!�"�99�2

0
H �� !�#��� "�5��"� H � �

x1
���� ��#$�

"��� ��"�.2��;� ���:���& �
� � N�!$:� �� �5��"$ 5�5���$H ��!����$ E�5.& E�!%�;� E�!��"��

!���& E�:�� �"�� H "�#�!�S�� 5�!�� "5�< !�"�&�2 H  !�� E�!%��
;� # H �� � !�"�&��& � ��C���%�� E�!&� �"�� ����!�� H $ & �;�
 ��/ �)�S�� E!�

x2
"�������C "�� D � -����&S�� C�;� ��5)&�� �

�!$;�� � !�"�&��&� 5�5���� C "�!����� � �2�;�
x2

:�!�� "�����
 ��/ �)�S��� �� !�%�$ ������< � - �� 5��"��� ��!����� ���:���&
x2

" $5� !�"�&��& 5�5���� H  !�� ��;� H � & �;� "����:�.�
x2

� & �
��.�%��� #�� ���� � T� �� :���� �� �C5�9S�25& �!$;� E�!��"��
!���& 5�5���� ��3+� �� � "�"�.����$ �C 5�5���$H " & �C ������
x1

��
x2

��5�&�25& �� #�.2%� H ��� " �����$ !�"�&��� � � � �  ��
�/ �) �S��� E!�

x2
" $5�< 	 !�"�&��&< 5�5���� ��!�"�99�2

0
H ��

!�#��� "�5��"� H � �
x2

���� ��#$"��� ��"�.2��;� ���:���& �

k.
1�

k
��$  !�)� E�!��"�!��2 5�5���� ��3+� #�!��� �� �5��"$ 5�5�

���$H ��!����$ �� E�E�!���2��$
(k − 1)

��$  !�)� E�!��"�!��2 �
4�#�!�S�� � � � ! �"�&�2 H  !�� E�!%�<�

(k − 1)
H �� � !�"�&��&

� ��C���%�� E�!&� �"�� ����!�� H $ & �;�  ��/ �)�S�� E!�
xk"�������C "��

0
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�	 
� � �� G!�/ "����%���& E�� �.2��5�� �� {1, 2, 3, 4}.
-

-
-

? ?
6I

A1
A2

A3

AG =




1 3 0
0 0 2
1 1 0





6

�	 
� �� � -!� .�� �!�S���"���;� ;!�/� � ' "�!%��� � 7 �$;H E!�:��$
(A1; A1)

� E��.& �
AG

� ���!�)& 5$��� ��5�� "�!%�� �

� � � $! % �/ *� '# & * �#. #
 �� .% )-, (,*�%'*
 �', #
 #& #'.0 
%�%& *./ 0� , -1& ,� '%-. , (%/ ,)'��. �
0
�


 � � $! % �/ *� '# & * $/ *.'0� / #�#/ � .% )-, #
 #& #'.0 
%�% & *. 
/ 0� , -1& ,� '%-. , (%/ ,)'��. �
0
*�%

1.

� � � $! % �/ *� '#%/ , '.%)*'0
 � .% 
%�% & *./ 0�� -1& ,� '%-. , -0 
& #./ 0	'* ),('%-'% �%
 %)'%3 (,*�%'*
 ,�
� � � 
� '#%/ , '.%)*'%�% '#�) ���'%�% �/ *�* ,-'1 .*$* '1& #/*� ,�)#/�0' � (
� � $%3 & *./ 0�� -1& ,� '%-. , �/ *�* & * �
 %	'%
(,*


�%'*
 �'0
 )0 �
� ( �
45865�> �=� 
 � #� *
 �/ *� � & ,-.0. � � )#/�0' , -$,'	#''1 $,
 �
$,-. � (1� .* / #�#/ � �%(, #
 #& #'.

a
(m)
jk j


�% /� ($* k

�% -.%)�	0$*& *./ 0� , Am

G

� � 
�% -. #�#'� & *./ 0� , -1& ,� '%-. , AG
� (%/ ,)'�  $,
 �$%-. , / ,�'0� & */�/ 1. ,) � � 
%3 )#/�0'0 1 � 
.1 �* � $/ %$,) �

� 8?5F577R �������� ��������:��� ���$ )�� ��
m

� "� �!�5����&�
 ��#�����!��;� E!�"�.� �������& � � � .&

m = 1
�"�!�����& ���!���

� "�"�.����� ����:���9
AG

� -!�E$5���� H � � "��� 5E!�"��$S�25&
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�.& & �;�52 ���$!�.2��;�
m

� T�� � ��S�� �
a
(m+1)
jk =

N∑
l=1

a
(m)
jl · a

(1)
lk ,

�� E�!%�C 5E�"������ ����� �" E!�"�� :�5���� !�"��5�� ��!�"�9S
 �.2 �5�� !����< ��!%!$��" �

j
��� "�!%��� ��

l
��� ��

m
 !� �" H �

�!$;�C �  �.2 �5�� !����< �$; �� !�#�! H � � 5E�.$:�9�2
l
��$ "�!%��$

�
k
���9 �

�� 
� 
 � �������� ����� � ������

-�����C ��.� ����!��. ��S ��E���� ��C <�!� ��! � 5.$;$"����
�� �.& 5 �!�:���;� ��E�5$ �� �"���� 5�5���� �"�:�C��< . ���C��<
��/�!��)��.2��< !�"�&�2 �� 5��.���  ��/ �)�S����� �� � � !��" �&� �" �
��7>@577R �=� 
 � � '%/& *
 �'* � %/& *# � %/ (*'*� $)*(/*.'%3& *./ 0� , 	 � � $! % ,-'1 .*$* '#)0/ %(� #'* & *./ 0�� �� �/ 0 � $,
 �

B = CAC−1, A =
� �
�
�
(A1, A2, A3, ... , AL),

�/ 0	%& 1 $)*(/ *.', & *./ 0� , �& %� 
0)%� / ,�'0� / %�& ,/ ,)� Al
�
l = 1,

2,
��� � � & *�. � �#)'0
 )0�
� ( � 	0-
 %

λl
� '* �%
 %)',
 (,*�%'*
 ,�)-, #
 #& #'.0 � ,'(#$-*& 0

(j; j + 1)
� / %�.*� %)*', �#��%-#/ #('�% '*((,*�%'*

� � (%/ ,)'��. �

1
� '* )-,� ,'�0� & ,-��� �

0
�+*./ 0�� Al

�
l = 1, 2,

��� � � '*�0)*�. � �
 %$%& '%/& *
 �'%3 �%/ 
&0 � %/ (*'* & *./ 0� , B � ),(�%),('0& 	0-
 %&
λl
'* (,*�%'*
 ,�

Al =




λl 1 0 0 · · · 0 0
0 λl 1 0 · · · 0 0
0 0 λl 1 · · · 0 0
0 0 0 λl · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · λl 1
0 0 0 0 · · · 0 λl




= λl + Il,

%D B56.+ 12=(8 73F')62 ,(1','-( +.-517--4 /7B(8 -(69730-(8 Q (692 ,34 97/A62E0 -7, ;(3'9 B(9;3'B.-2* L2.'3
C

/7 (;2.7-( 73F(62/9 8 8 @-7*(,:'--4 C
F� 79+30 � 76+ H,9(- � (6,7- ;<=>=@ <ABBC D Q67-E5@0B2> 97/'97/2B P ;67AE+ 4B(F( ./(.5M/0.4 73F')62 P /'(6+8 L2.'3 P /'(6+8 Q5-BE+> P F'(9'/6+8 P /(;(3(F+8 P,2Q '6'-E+730-2* 6+1-4-0 + B62./73(F67Q +8 C



���

(#
Il

� $)*(/ *.'* & *./ 0�� .0� -*& 0� / %�& ,/ ,)� ! % 
 Al
� )-, #
 #
& #'.0 � $%3 (%/ ,)'��. �

0
� $/ ,& .0� � � $, / %�.*� %)*', �#��%-#/ #('�%'*( # (,*�%'*

� � .%�.% & *�. � ,'(#$-0

(j; j + 1)
� , (%/ ,)'��. �

1
�

Il =




0 1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 0 1 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 · · · 0 1
0 0 0 0 0 · · · 0 0




.
��30�

M#�.2%���& 5��E��&
Il

�!$<�S . ���9 �����)2� �� � E���)�9 ";�!$
�E!�"�!$: � �

I2
l =




0 0 1 0 0 · · · 0 0
0 0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 0 1 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0




;
��37�

I3
l =




0 0 0 1 0 · · · 0 0
0 0 0 0 1 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0




.
��3	�

T� �� :���� H
Il

$ 5��E�� � H � � ��!�"�9 S  �.2 �5�� !&� �" �5��"E:��
 �" � )�S� ���!�)� H 5 .���S�25& � �$. �" � T� � ���!�)� H E�"��C 5��E��2
& �< ��!�"�9S D H ����"�9�2 ',
 ��%. #'.'0& 0 �

%�-B(32 6(@F34,7M/0 -(69730-5 Q (695 -2:-0(/62B5/-(F( 12F34,5 P B(32 (,2A-2E+ 6(@/7?(17-+ � �� , +7F(-733M C



���

���� �� �� � � 
� ����� ����� � � �������
*#������5& !��;.&��� /$� )�C

f : R → Rn �.& ���$!�.2��<
n.-�<���$

f ′ !��$�������� & "� ��! � �.�����
Rn H  ��!������ & �;�

� E�<���� "��E�"����<  ��!�����
f ∈ Rn �

�� 
�
 �������� ��� ����� ������ � ���8��8
��7>@577R �=� 
 �*�/ %)*(0& % . *$, �%'�..� �

� � �)0	*
'# (0� #/ #'� ,*
 �'# / ,)'�''� � / ,)'�''� ),('%-'% '#),
(%& %3 �1'$� ,3 (,
-'%�% */ �1& #'.1 � ) � $%& 1 %�0(), 	*-.0'0 / ,)
'%-. , �*
 #� *. � .,
 �$0 ),( -$,'	#''%3 $,
 �$%-. , �%� ,('0� '#
),(%& %3 �1'$� ,3 (,
-'%3 �& ,''%3 . * -*& %3 � , 3 �& ,''%3� "%�) ��� 
$%& .*$%�% (0� #/ #'� ,*
 �'%�% / ,)'�''�  �1'$� ,� � ! % �*(%)%
 �
'�  �# / ,)'�''� �

 � � #/ #'#-#''�& (%(*'$,) 1 
 ,)1 	*-.0'1 / ,)'%-. , �1(�
� $# �)0 


	*
'# (0� #/ #'� ,*
 �'# / ,)'�''� & %� '* �)#-.0 (% / ,)'�''� .*
$%�% )0 �
� (1 �
F (t, f(t), f ′(t), f ′′(t), ... , f (n)(t)) = 0,

(# � � �%
/� (%$ -. */� %3 �%� ,('%3 � '*�0)*�. � �%/� ($%& / ,)'�''� �
� � �)0	*
'# (0� #/ #'� ,*
 �'# / ,)'�''� ) '%/& *
 �',
 �%/& , � / ,)
'�''� � ) � $%& 1 -. */� 1 �%� ,('1 '#),(%& %3 �1'$� ,3 �%(*'% 	#/ #�

�%� ,(' , '0� 	%�% �%/� ($1 
 */ �1& #'. �

f (n)(t) = F (t, f(t), f ′(t), f ′′(t), ... , f (n−1)(t)).
��0D�

�>??>�577R �� 
 � 1(� 
� $# �)0	*
'# (0� #/ #'� ,*
 �'# / ,)'�''� 1 '%/ 
& *
 �',
 �%/& , �� ��� & %� '* �*�0-*.0 � $ �)0	*
'# (0� #/ #'� ,*
 �'#/ ,)'�''� �#/� %�% �%/� ($1 y′(t) = Y (t, y(t))
(
� '#),(%& %3 �1'$� ,3 �&'%� 0'%� �'*	#'� � � ,(& '%� 0'%� �/ %-.%/ 1 � ,
 �� %3 )0& ,/ '%-. ,�

� 8?5F577R 
 �.&
f : R → Rk !��;.&���� �� $ /$� )�9 �

y(t) = (y0(t), y1(t), y2(t), ..., yn−1(t)) = (f(t), f ′(t), f ′′(t), ..., f (n−1)(t))



���

� "� ��! !����!��5��
kn

H  ��!������ & �;� �  ��!������ "5�< "� �
��!�"

y0(t) = f(t), y1(t) = f(t),
��� H

yn(t) = f(t)
� T�� �

y′(t)
��!�"�9S �

(f ′(t), f ′′(t), ... , f (n−1)(t), F (t, f(t), f ′(t), ... , f (n−1)(t)) =

= (y1(t), y2(t), ... , yn−1(t), F (t, y0(t), y1(t), ... , yn−1(t)),
� � C E��!�#�� #$.� ��"�5�� �

�� 
2 
 ���6����8 � �������� ���� �8�46
� /�!�$.9"���� E������ ���:� ���!��� �
|t| � �#5�.9��� "�.�:��� �.&

t ∈ R
�

|y| � ���� � ��!�
Rn H ��E!�"������< $ ��5. �� $ �3 H �.&

y ∈ Rn �
C([a; b], Rn)

� E�"��C E!�5��! ��E�!�!"��< /$� )�C
y : R → Rn �

�� �9 ��!��9 � |y|∞ = max
t∈[a;b]

|y(t)|.
4� �!�5��"$9:� E�"���$

Rn ���" � ��5. ��� �3� H ����� ��"�5��
E�"���$

C([a; b], Rn)
H ��C�� ��:�;� �� �����"%� $ ��"������ ���!��

�� 	� E!� E�"���$
C([a; b])

�
45865�> �=� 
 � #� *
 1 / ,)'�'',

y′(t) = Y (t, y(t))
��0��

& * & % �
• y(t)

� �1'$� ,� (,
-'%3 �& ,''%3 � � '*�1)* �'*	#'� 1
Rn �

• (
� (t0; y0) ∈ Rn+1 � )'1./ ,�'�%3 . %	$0 %�
 *-. , )0�'*	#''��1'$� ,3
Y : R×Rn → Rn � ,-'1�. � .*$, (,
-',

ε > 0
,
M > 0

�
�/ 0 � $0� '* & '%� 0',

UεM = UεM (t0; y0) =
= {(t, y) ∈ R × Rn| |t − t0| ≤ ε ∧ |y − y0| ≤ M} :

◦ �1'$� ,� 
 '#�#/ #/ )'*�
◦ (
� � ,$-%)*'%3 �#/� %3 �& ,''%3 � ),('%� #''� '%/& 0 �/ 0 
/ %-.1 Y

(% ),(�%),('%3 '%/& 0 �/ 0/ %-.1 (/ 1�%3 �& ,''%3 
%�& #� #'# �1& %)* � ,��0��#� �
∃ L ∈ (0; +∞) ∀ (t, y), (t; z) ∈ UεM (t0, y0)

|Y (t, y) − Y (t, z)| < L|y − z|. ��0��
%N5,(30Q G +;?2E0 ;<=>B@ <AJ>C D -+9'E0B2> 97/'97/2B C



�� �

�%(, ,-'1 .*$#
δ > 0

� �/ 0 � $%& 1 '* & '%� 0',
{y ∈ C([t0 − δ; t0 + δ], Rn) ||y − y0|∞ ≤ M } ��0'�

,-'1  (0'0
 / %�) ���%$ / ,)'�''� ����� � (
� � $%�% -�/ *)(� 1 . �-� .*
$* 1& %)* �
y(t0) = y0.

��0, �
� 8?5F577R 
 � � � ��S�� �

0 < δ ≤ ε,
��0+�

�� 5�5���� ��0�H �0, � �.&
y

� ������� ��0+� � "�"�.����� �� ��$
!�"�&��9 # �

y(t) = y0 +

t∫

t0

Y (s, y(s)) ds,

��#��  ����C !��" �&�� 5�5���� ��0�H �0, � � !��" �&�� )2�;� ! �"�&��
�& H � ��"E� � � I��;.&���� "���#!�����&

F
������� ��0+� $ E!�5��!

C([t0 − δ; t0 + δ], Rn)
H �.& & �;� /$� )�&

Fy
" ��:)�

t
��#$"�S �� �;�

���:���& �

Fy(t) = y0 +

t∫

t0

Y (s, y(s)) ds.

T�� � �.&
t ∈ [t0; t0 + δ]

H
y, z

� ������� ��0+� ��S�� �

|Fy(t) − Fz(t)| ≤
t∫

t0

|Y (s, y(s)) − Y (s, z(s))| ds ≤

≤
t∫

t0

L|y(s) − z(s)| ds ≤ Lδ|y − z|∞.

���.�;�:�� ��"��&�2 )9 ��!�"��5�2 � �.&
t ∈ [t0−δ; t0]

H
y, z

� �������
��0+� � � � � "�#�!��� �

α = Lδ < 1,
��03�

%�-/'F673 +.-5< P )( ;+,+-/'F6730-2> 1267@ -';'6'61-2> @7 @9+--(M +-/'F6517-A-4 C



���

�� ��!���S�� �

|Fy − Fz|∞ ≤ α|y − z|∞ < |z − y|∞.
��00�

4����:�5 �.& ��"�.2��<
t ∈ [t0 − δ; t0 + δ]

H
y

� ������� ��0+�
��S�� �

|Fy(t) − y0| ≤

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

|Y (s, y(s))| ds

∣∣∣∣∣∣
≤ δYmax,

��07�

�� � ��E�!�!"��5��
Y

�� ��� ����C �#������C �������
UδM

"�E.�"�S
�5�$"���& �� �� 5��.�� �

Ymax = max
(s;y)∈UδM (t0;y0)

|Y (s, y)| < +∞.
��0	�

4�#�!���
δ
�� H � �# 5E!�"��$"�.�52 $��"� ��0+� �0	� � �� � ���

!�"��5�2 �
δYmax ≤ M.

��7D�
T�� � E�!��"�!���&

F
"���#!���S �*& $'#'1 ������$ ��0+� $ 5�#�

���" � ��! �"��5�� ��07� �7D �� � F9 ������$H � � S E�"��� ���!�:���
��.� �� "� ��!��� � E!�5��!�� H "���#!�����&

F
5��5 �S ���" � ��!�"�

��5�� ��03� �00�� � *��� H " )2��$ E!�5��!� �5�$S S���� ��!$<��� ��: �
"���#!�����&

F
� !��" �&�� �*(*	 , � %� , E�%$ $ !��" �&� $ !�"�&��&

��0�� � �%	*.$%)%� 1& %)%� ��0, � �
��7>@577R �J� 
 �1'$� ,�

f : Rm → Rn (0� #/ #'� ,
%)'* ��* �/ #

� ##� 1 � � )'1./ ,�',
 .%	� , %�
 *-. , )0�'*	#''� � � � $! % ,-'1 .*$*& *./ 0�� ∂f/∂x=||∂fj/∂xk||n m

j=1 k=1

	*-.$%)0� �%� ,('0� $%%/ (0'*.
fj

�* $%%/ (0'*.*& 0 xk
� �/ 0 � $,
 (
� (%),
 �'%�% � $ �*)�%('% & *
 %�%

�* '%/& %� h ∈ Rm & * & % �
∣∣∣∣f(x + h) − f(x) − ∂f(x)

∂x
h

∣∣∣∣ : |h| −→|h|→0
0.

� 
� .*$%3 �1'$� ,3 %�'*	0& % (0� #/ #'� ,*
 �1'$� ,3 � � ! % ),(�%),(* 
�/ 0/ %-.1 */ �1& #'.1 �� �

df(x) =
∂f(x)

∂x
dx.

%� (6+. N'-' �6'?' ;<=I=@ <AI>C D Q67-E5@0B2> 97/'97/2B C �7;6(17,21 ;(A-4//4 9'/62L-(F( ;6(./(65 P ;(1-(/2 P B(9;7B/-(./+ > .';767)'30-(./+ C �7>971.4/'(6+<M 37-EM F+1 � 76B(17 /7 /'(6+<M >9(1+6-(./'> C



���

�>??>�577R �� 
 2& %)* � ,��0�� -�/*)(� 1 . �-� � � $! % (
� �1(�

� $%3 �*/ 0 (t; y) ∈ UεM (t0; y0)

)-, 	*-.$%), �%� ,(',#
∂Yj/∂yk

'#�#/ #/ )
', �*
(t, y)

�
� 8?5F577R 
 �.& / � 5�"���<

j ∈ {1, 2, ..., n} H t ∈ [t0 − ε; t0 + ε]
H
(t; y)

H
(t; z) ∈ UεM (t0; y0)

!��;.&���� /$� )�9
f(s) = Yj(t, y + s(z − y))

��
"��!�� $

[0; 1]
H � � "��� ��/�!��)�C�"�� � 8E!�"� � H ��S�� �

∣∣∣∣Y (t, y + (s + ∆s)(z − y)) − Y (t, y + s(z − y)) −

− ∂Y (t, y + s(z − y))

∂y
∆s(z − y)

∣∣∣∣ : |∆s(z − y)| −→
|∆s|→0

0.

� � �
∆s → 0,

�� "����%���&

Yj(t, y + (s + ∆s)(z − y)) − Yj(t, y + s(z − y))

∆sE!&�$S �� �� �;� ���:���& �
n∑

k=1

∂Yj

∂yk
(t, y + s(z − y)) · (zk − yk),

��
yk

H
zk

�  ��!������ "� ��!�" "��E�"����
y
�
z
H
∂Yj/∂yk

� 	*-.$%)*
E�<����

j
���  ��!������

Y
��

k
��9  ��!������9 �!$;�;� �!;$����$

�� $��"� H � � ��% �  ��!������ ��
t
� 5��. � � M;���� � ���!���9 � ���

!���� H �5�$S �� �
s ∈ (0; 1)

H E!� & ��$ �

Yj(t, z) − Yj(t, y) = f(1) − f(0) =
df(s)

ds
=

dYj(t, y + s(z − y))

ds
=

=
n∑

k=1

(zk − yk)
∂Yj

∂yk
(t, y + s(z − y)).

T� �� :���� H |Y (t, z) − Y (t, y)| �� E�!�"�� $S �

|z − y| max
j∈{1, 2, ... , n}

n∑

k=1

max
(r;u)∈UεM (t0,y0)

∣∣∣∣
∂Yj

∂yk
(r, u))

∣∣∣∣ ,

� "5� �� 5��$�� ��5&;�9�25& �� ��� ����C �#������C �������
UεM (t0, y0)

��"�& � ��E�!�!"��5�� :�5� �"�< E�<����<
Y
�

%�5-BE+8
Y (t, y)

4B Q5-BE+8
y
,34 ./73(F(

t
C
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� & %� # �/ 0 
�)#-.0 (% '# (0'%-. , / %�) ���$1 �*(*	 , � %� ,�
1�E!� .�� H !�"�&��&

y′(t) =
√

y(t)
� E�:�� �"�9 $��"�9

y(0) = 0��S !��" �&�� �
y(t) = 0.

-!��� H  !�� )2�;� !��" �&� $H �5�$S � � ���. ��
:���� ������� !��" �&� �" �

yC(t) =

{
0, t ≤ C;
(t − C)2/2, t > C > 0.

� �����$ !��� ��S�� �

Y (t, y) =
√

y,

√
y −

√
0

y − 0
=

1√
y

−→
y→0+0

+∞.

�>??>�577R �= 
 �#%/ #& * -.)#/ (� 1 
0� # �/ % ,-'1)*''� / %�) ��� 
$,) (0� #/ #'� ,*
 �'%�% / ,)'�''� (
� � � %$%
 1
t0

�
1�E!� .�� H �.& ����:� 6�% �

y′(t) = y2(t), y(0) = 1
!��" �&�� 

y(t) = 1/(1 − t)
"����:���C .�%� �.&

t < 1
H #�

lim
t→1−0

y(t) = +∞.

�>??>�577R �J 
 �#%/ #& * -�/ *)(� 1 . �-� 
 1 .*$%& 1 / *� ,� $%
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 '*
 #� *. � (% '#-$,'	#''% )0& ,/ '%�% )#$.%/ '%�%
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��"����� ���!��� E!� S����5�2 !��" �&� $ ����:� 6�% � ��S "��.��
"� 5"���;.&��� ���:���& � 4��� S ��������:��� �#�!$��$"���&�  ��
!� ���5�� ����!����5��:��;� �E�5$ ��" �.�%�2�;� 5"��$H � � E�!�� �
#�:�S �������:��C !��"��� 5�5���� $ ��C#$��2��$ E!� "������$ � �
5��� � " ����C ������ :�5$� 8��� 5�5���� ���$�2 #$�� ��"�.� !�����
��������� �

• /���:�� � 5�5���� ����! ��.2��< ��:� H �.& & �� 5����� 5�5�
���� S ��#�!  ��!����� )�< ��:� �� �<��< %"�� �5��C H � #)%
� 

� ,
'# / ,)'�''� ��0�� ��!��$S�25& �� E�� 5��"� �� ���"  .�5�:�
��� ��<��� � C "�����< �� ���" "��S��� �� H ��E!� .�� H �� ��$
"5�5"���2�;� �&� ���& �
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• <���:�� � 5�5���� !�"����!�� !��E�� �.���< $ !��:��� < �� �:��<
5E�.$ H �.& & �� 5����� S ���:���& ;$5��� �

• � �.�;�:�� � �<��� ���!�"�� H �.& & �� 5����� S :�5�.2��5�2
"�� �" �

M�$"����� H � � �.& ��& �< E!�)�5�" #�.2% "��E�"����� S �� �C
�E�5 H  �.� E!� ��C :� ��%�C 5��� 5�5���� ����� "�5�� ��"$ .��
%� � E�"��9 C��"�!��5�9 � *��� $ !��$.2���� *�/ #�*� ,3 � �5�����;�
����%���&  �.2 �5�� ������< E!� �#�!������ ���.�"�5�� �E�5$ ��C�
"��.�"�%�< !�5 &"�� � ����� ��!����� ��#.�����C ��� "����C
����!����5��:��C �E�5 � �� �< E!�)�5�" ���E!� .�� H �.& E!�)�5$ !���
E��$ !�� ��� ��"��< �.������" � �

�� 
� 
 ������ ���� ���
I��;.&���� ����.2�� �*(*	1 ()%� .,
 � E!�#.��$ �E�5$ " ���!�

)�C��C 5�5����  ��!����� !$<$ �"�< ����!��.2��< ��:� ��5�
m

�
M

H
"��S��� �9 & �< �E�5$9�2 �� ��E���;�9 �� ��$ "5�5"���2�;� �&� ���& �
6!�� "��.�"�;� �5��!�:��;� ���:���& H )& ����:� E!�"�!��S $"�;$
� � C ��� H � � �����& / ���:��< �� ���" ��S ���;$ �5����� 5 �!�����
 �.2 �5�2 ����.����< ������< � "�� �� �� ��#�!� E� '  ��!������
��: � �� '  ��!������ %"�� �5��C � �� � � T� �� :���� H �����5�!$�
S�25& ��"�.� ��;�.2��C E��< �� �� 5E!�� ���& 5�5��� ��/�!��)��.2��<
!�"�&�2 �� !�<$�� "� �!�5����& "�����< ����;!�. �" !$<$ � �� ���"
�#�!�����& � M  ����� �� �� ����;!�.�� E�" �&���� E�"�� 5����!�&
E!�5��!$ 5����" 5�5���� �

-����:��� :�!��
~r
�� ~R

"� ��!� H 5E!&��"��� � E�:�� $  ��!���
��� �� ����!��.2��< ��:� ��5� "��E�"����

m
�
M

H :�!��
~r ′ �� ~R′ �%"�� �5�� )�< ��:� H � :�!��

~r ′′ �� ~R′′ � E!�5 �!���& � T$� � ����.�
E����:�S�� ��/�!��)�9"���& �� :�5��

t
"� ��!��< "�.�:�� %�!��

<�� H �  !�E �9 �"�!<$ � -$*
�/ '0� �:�5.�"�< � � ��E$.25 ��� �����
5�5���� �"�< ��.

m~r ′+M ~R′ � 5��.�C H � � � )���! ��5 H !����%�"���C
$ �� �C ��:)� �

m~r + M ~R

m + M
,

!$<�S�25& �� 5��.�9 %"�� �5�9 � 8E!�"� � H ��E$.25 )�S� 5�5���� 5���
��"��2

m~r ′ + M ~R′ H � C�;� E�< ����
m~r ′′ + M ~R′′ ��!�"�9S 5$�� 5�. H
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� � � �9�2 $ 5�5���� � M;���� � �!���� �� ���� 129���� H )& 5$�� ���
!�"�9 S D H ���$ ��E$.25 5�5���� 5��.�C � 1� �#���$9:� ��;�.2��5��
� �! $"��2 H / %� �
�'#& % �*(*	1 ) ,'#/ � ,
',
 -0-. #& , � �%	*.$%& $%
%/ (0'*. 1 �#'./ , & *- $  ����C ������ :�5$

t
�

m~r + M ~R = 0 ⇔ ~R = −m~r

M
⇔ ~r − ~R =

m + M

M
~r,

��7 ��

�� .�"� :�5���� �5����2�� ! �"��5�� � "� ��! H 5E!&��"���C "�� ��: �
��5�

M
�� ��: � ��5�

m
� -�< ���� ������$ ��E$.25$ �� �� 5�5����

~L = m~r ′ × ~r + M ~R′ × ~R
��7��

��!�"�9S �
~L′ = m~r ′′ × ~r + M ~R′′ × ~R

��7'�
���" � E�����& "� ��!��;� ��#$� $ :�!��  ��!������ 5E�"������ �" H
E!�"�.� ��/�!��)�9"���& ��#$� $ /$� )�C � ".�5��"�5�� "� ��!��;�
��#$� $ � � 1 �E!&� � �� 5�.� �&� ���& �#�;�S�25& � ��E!&��� �� E!��& �
;$"���;� ��.� H ��#�� "� ��!�

~r − ~R
H
m~r ′′ � M ~R′′ E�!�.�.2�� H � 5E!�"���$9�25& !�"��5�� ��7 �� H ���$ "�!�� ��7'� ��!�"�9 S �$.9 H � "�!��

��7�� � 5��.�C � � � !�� "!�<�"$9:� 5E�""����%���& ��7 �� H ������
�!�#��� "�5��"� �

�/*#$. %/ ,3 & *. #/ ,*
 �'0� .%	%$ 
 #� *. � 1 �
 %!0',� ! % �/ %� %
(0. � 	#/ #� �#'./ & *- -0-. #& 0 
 �#/ �#'(0$1
�/ '* (% & %& #'.1 ,& 

�1
 �-1 ���
� �

1�<�C
(r; ϕ)

H
(R; ϕ+π)

� E�.&!��  ��!������ ����!��.2��< ��:� 
�� )�C E.����� H

r̂
H
R̂

� "� ��!� ��"���� �H ���� �"� 5E!&��"��� "�� �
E�"���� �

~r
� ~R

� 1 �E!&� "��. � $  $��"�;� �!;$����$ "�#�!��� �� ��
:���� H � �# �5�����C �� 5E���" E!� �!�5�����

t
" � �.� D �

ϕ̇(0) ≥ 0
�

� .&<�� ��/�!��)�9"���& �� :�5��
t
�#�< :�5��� !�"��5��

r̂ · r̂ = 1��!���S�� �
r̂′ · r̂ = 0 ⇒ r̂ ⊥ r̂,

E!�:��$ "� ��!�
r̂
�
r̂′

��.����2 �� E.�� ��� !$<$ ��:� �
|r̂(t+∆t)− r̂(t)| � ��"���� <�!�� H � � 5�&;$S �$;$  �.� � !�� �$5��

� � )���!�.2���  $��� |ϕ(t+∆t)−ϕ(t)| ���" � !�5 � 7	� � T� �� :���� H
��S�� �

|r̂(t + ∆t) − r̂(t)| = 2 sin
1

2
|ϕ(t + ∆t) − ϕ(t)|.
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�������*

B
B

B
B
B

B
BBM

~r(t + ∆t)

~r(t) ϕ(t)

ϕ(t + ∆t)

K

)

-
O

�	 
� �� � �� "�"�����& !�"��5�� |r̂′|=|ϕ̇|.

-�� �.�"%� �#��"� :�5���� �5����2�� ! �"��5�� ��
∆t

� �� �C5��"%�
;!���:��C E�!�< ��

∆t → 0,
��!���S�� �� $ !�"� �5�2 � |r̂′| = |ϕ̇|.T�� � �������� �

~r = r · r̂ ⇒ ~r ′ = ṙ · r̂ + r · r̂′ ⇒ |~r ′|2 = ṙ2 + r2ϕ̇2.

���.�;�:�� �"�!�����& 5E!�"��$9�25& � �.& ~R
� ��5����2� �����

���� .���!$
r
��

R
$ "��E�"����< 5E �""����% ���&< � �#5�.9��� "�.��

:��� ������$ ��E$.25$ 5�5���� 5��.� C ��!�"�9S �

L = |mrr̂′ × ~r + MRR̂′ × ~R| = (mr2 + MR2)ϕ̇ =

= m
(
1 +

m

M

)
r2ϕ̇.

��7, �

-����:��� �� �
m̃ = m

(
1 +

m

M

)
.

T�� � �%)'* #'#/ �,� -0-. #& 0 ��!�"�9S �

E =
1

2

(
m(~r ′)2 + M(~R′)2

)
+ U =

=
1

2

(
mṙ2 + mr2ϕ̇2 + MṘ2 + MR2ϕ̇2

)
+ U =

=
1

2

(
m
(
1 +

m

M

)
(ṙ2 + r2ϕ̇2)

)
+ U =

m̃ṙ2

2
+

L2

2m̃r2
+ U,

�� "� �!�5���� �� � E����:���& �

U = −γ
mM

|~r − ~R|
= −γ

mM2

(m + M)r
= −α

r

� ��7+�
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γ
� �/ *),. *� ,
'* -.*
 *� �

dU =
∂U

∂~r
d~r +

∂U

∂ ~R
d~R = −~f · d~r − ~F · d~R.

−∂U/∂~r
� "� ��! �!&�� H �.������ & �;� S  ��!�������� "� ��!�

5�.� ~f
H � � � �S �� ��.� ��5�

m
$ ��:)�

~r
� M;���� � �!$;�� �� ����

129���� H )�C "� ��! ��!�"�9 S
m~r ′′ �

−∂U/∂ ~R = ∂U/∂~r
� "� ��!�!&�� H �.������ & �;� S  ��!�������

�� "� ��!� 5�.� ~F
H � � � �S �� ��.� ��5�

M
$ ��:)� ~R

� M;���� � �!$;��
�� ���� 129���� H )�C "� ��! ��!�"�9 S

M ~R′′ �

Ė = m~r ′′ · ~r ′ + M ~R′′ · ~R′ +
∂U

∂~r
~r ′ +

∂U

∂ ~R
~R′ = 0.

*��� H E�"�� ���!;�& 5�5����
E

� 5��.� "�.�:��� �
�>??>�577R �O 
 � #�#-', . ,
 * � �%/ ,� �
 *'#.0 � (*
 #$% '# & *.#
/ ,*
 �', . %	$0 � 
� (-�$%3 . %	$0 �%/ 1 � � ��.%' '# ),(/*�1 �'*
� %)-./ %�# (%)#(#''� .%�%� ! % �%
 # .�� ,''� ,�%./ %�'% / %��%(,
 #'%3 1$1
 , / #	%)0'0# �%)', $1
 , . *$# -*& #� � $ 1 & *. #/ ,*
 �'%3 . %	$0 . , 3-*& %3 & *-0 � / %�.*� %)*'%3 1 �#'./ , $1
 ,� �.0-
 # (%)#(#''� ��%�%.)#/ (� #''� )0$%/ 0-.%)1 ,'. #�/ 1)*''� ! %(% %/ , '.%)*'0� �%)#/ 

� %'�� , & 0 '# �1(#& % 
%�% / %� �
� (*.0 �
�� 
� 
 �6� 6 �����������6 ��� �

��! $"���& H ���.�;�:�� �� E�E�!����< H ����� E!�"�5�� � �.&
����:� E!� !$< %(', 3 ����!��.2��� ��: � ��5�

m
$ �#'./*
 �'%& 1

�%
 ,� " & ��$ E����)��.2�� ���!;�&
U

��.����2 ��.2 � "�� "�� 5����
r
�� )���!� � E�:�� $  ��!����� ���!)�C��� 5�5���� � � �����$ !���

~r ′′||~r H ���$ ������ ��E$.25$
m~r ′×~r

� 5��.�C � *��� H !$< �� �C5�9 �
S�25& " ����C E.����� � *5����:���� ��/�!��)��.2���� !�"�&��&��
#$�$�2 �

L = mr2ϕ̇;
��73�

E =
mṙ2

2
+

L2

2mr2
+ U(r).

��70�
%�(32 F5./2-7 @73': 2/0 32?' 1+, 1+,./7-+ ,( E'-/67 B53 + C
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T� �� :���� H ����:� E!� "��S��� �9 �"�< ����!��.2��< ��:� �
��:��5�9 �� E����:��2 � "�"�.����� ��� �:� E!� !$< $ )���!�.2���$
E�. � ����S� ��: � � I��;.&���� "�E��� 

L 6= 0,
 �.� ���� E�� ���& ��

)���! � M !�"�&��& ��70� ��S�� �
(

dr

dt

)2

=
2

m

(
E − U(r) − L2

2mr2

)
=

2

m
(E − U(r)) − L2

m2r2
,

�"�� 5� �

dt =
dr√

2
m (E − U(r)) − L2

m2r2

⇔ t =

∫
dr√

2
m (E − U(r)) − L2

m2r2

.

M !�"�&��& ��73� ��S�� �

ϕ =

∫
ϕ̇ dt =

∫
L

mr2
· dr√

2
m (E − U(r)) − L2

m2r2

.
��77�

*#:�5.��� ���C����C "�!�� ��77 � �.& "�E�� $ ;!�"���)�C��� :�
�.� �!�5����:��� "��S��� �� �

U(r) = −α/r
� 4� �!�5��"$9:� E�����

:���& �

ε =

√
1 +

2EL2

αm
, p =

L2

αm
,

��S�� �

dϕ =
L

mr2
· dr√

2
m

(
E + α

r

)
− L2

m2r2

= − d
(

L
mr

)
√

2E
m + 2 · α

L · L
mr − L2

m2r2

=

= − d
(

L
mr

)
√

2E
m + α2

L2 −
(

L
mr − α

L

)2 = − d
(

L
mr − α

L

)
√(

αε
L

)2 −
(

L
mr − α

L

)2 =

= d arccos

(
L

αε
·
(

L

mr
− α

L

))
= d arccos

(
p

εr
− 1

ε

)
.

1� �#���$9:� ��;�.2��5�� � �! $"��2 H "�#�!��� "�52 E�.&!���
5�5����  ��!����� �� �� :���� H � �#

cosϕ =
1

ε
·
(p

r
− 1
)

⇔ p

r
= 1 + ε cosϕ ⇔ ��7	�

⇔ p

ε
=

r

ε
+ r cosϕ ⇔ ε =

r

−r cosϕ + p/ε
.
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4 �5�����C ! �"��5�� �������� E!�"�� :�5���� � "�� 5���2 "�� ��:�
 � � E�.&!����  ��!��������

(r; ϕ)
�� E!&��� H � � ���<����25& ��

"�� 5����
p/ε

"�� E�:�� $  ��!����� � E�!E���� $.&!�� �� E�.&!���
�5� ���" � !�5 � 	D � � ��� %�  ��$:� H !�"�&��& ��7	 � "����5��

(r; ϕ)
�

!�"�&��&  !�"�� ��;� E�!&� $ � /� $5�� $ E�:�� $  ��!����� � �. �E�
5� H E�!�#�.� :� ;�E�!#�.� ��.���� "�� "�.�:��� � 5)���!�5����$

ε
H

��#�� "�� ��� �
E
�

K����������*

� -

����������*�����������

r

ϕ

r cosϕO
-

� -p/ε

�	 
� �� � 4�"�����& !�"�&��&  !�"�� ��;� E�!&� $ " E�.&!��C 5�5����
 ��!������

� �>A87 K 59;56> # 
 � %� '* �
 *'#. * �%'�	'%3 -0-. #& 0 %�#/ .*
 . �-� �% #
 ,�-1 � ) %('%& 1 � �%$1-,) � $%�% � �%'�# �
8E!�"� � H �!�� ��!�& E.����� � �#������  !�"� � M  !�"�< ��;�

E�!&� $ �� �9 S .�% � �.�E5 �
��7>@577R �J�
 �#$.%/ '* � )0($,-. � � � )0($,-. � �/ 0/ %-.1 �
 %

! , -#$. %/ * �$/ 0)%
 ,',
'%�% ./ 0$1.'0$*� � %-'%)%� � ./*#$.%/ , �& *. #/ ,*
 �'%3 . %	$0 � , � ,	'0& 0 -.%/ %'*& 0 � �%$*
 �'0& 0 /*(,1
-*& 0 � ! % � � ('1�. � �%	*.%$ , $,'#�� ./*#$.%/ ,3 � �%	*.$%& $%%/ 
(0'*. �

1
2r(t) · r(t + ∆t) · sin(ϕ(t + ∆t) − ϕ(t))

� E.�� � ��%�!�<�"���;�
�!� $��� � �� !�5 � 	 �� $� "����% ���& �� E!�!�5�$ :�5$

∆t
E!&�$S ��

r2ϕ̇/2
H & � �

∆t → 0.
� � �>A87 K 59;56> 
 "*(,1-
)#$. %/ ),( �%'�� (% �
 *'#.0 �%'�	
'%3 -0-. #& 0 �* %('*$%), �/ %& ,� $0 	*-1 %�0-1 / ,)', �
 %! ,� ��� �
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%�  ��$:� H �
 *'#.0 / 1� *�. �-� � , -. *
 %� -#$. %/ '%� � )0($,-.�
r2ϕ̇/2

���" � !�"��5�� ��7,� �73� � !�5 � 	 �� �

�
�

�
�

�
�

�
�

��>

�
�
�
�
�
��

~r(t + ∆t)
~r(t)

O
-

�	 
� ��� *#:�5.���& 5� ��!��� %"�� �5��
r2ϕ̇/2

�

� � � 5E!�"��$9�25& �� � ��!�"��5�� �
ε < 1 ⇔ E < 0,

�� !$< H
�;���� � ��7	 � H �� �C5�9 S�25& E� �. �E5$� 1�<�C

a
H

b
H
c
� "��E�"����

C�;� "�.� � C ��.� E�"�5� �� E�.�"��� "�� 5���� ��� /� $5��� � T�� �
"�� 5���2 ��� /� $5�� �� "��E�"����9 ��!� �!�5�9 ��!�"�9 S �

p

ε
=

a2

c
− c = a

(
1

ε
− ε

)
= a

1 − ε2

ε
⇒ a =

p

1 − ε2
.

T�� � ��S�� �

b =
√

a2 − c2 = a
√

1 − ε2 =
p√

1 − ε2
=

√
ap.

V.�E5 � ��"������ E�"�5�C
a

��
b
����� ��!����� �  �.� H !��

� �$5 & �;� ��!�"�9 S
a
H 5��5 ���&� "

b/a
!���" $���"� ����;� � ���

E!&��" � 1�E!� .�� H E!�� �$9:�  �.� �� E.�� ��$H � � $�"�!9 S  $�
arccos(b/a)

� E.�����9  �.� � -.�� � �. �E5� ��!�"�9S �

πab = T · 1

2
r2ϕ̇ = T · L

2m
,

��
T

� E�!��� �#�!����& � T� �� :���� H ��S�� �

T =
2πmab

L
= 2πa3/2

√
m

α
.

� �� �>A87 K 59;56> 
 � )*(/ *.0 �%/�'0� �#/ ,%(,) %�#/. *''� �
 *
'#. -� ,)),('%-�. �-� � $ $1�0 )#
0$0� � ,)%-#
 3�',� %/ � ,. �
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I��" �&�$9:� ��� �:$ ��#.�����;� �E�5$ !$<$ E.���� 8��&:���
5�5���� $ ;!�"���)�C���$ E�.� 8��)& H ������ ""����� 8��)� ���
!$<���� )���!�� H !$< E.���� � !$<�� $ )���!�.2���$ E�.� �� $���
"� H � �

m/α
� "�.�:��� H �#�!���� �� ��#$� $ ��5� 8��)& �� ;!��

"���)�C�$ 5��.$� -!�E$� ���& E!� �����:�$ ��� E.�����$ "��S��� �9
E�!�"�&�� � � �S9 8��)& 5E!�"��$S�25& �.& #�.2%�5�� E.����� 4 ��<��
.���& �!��$ "�� �#!�<�"���� �!�� ��!�� ��"�.� � �"�! �S �$ (!��)�� �
�� ����5� �" ��;.�� � �� �$� $ E!� �5�$"���& ��"������ ��� � E.����
�� � 4:��� ��C�� ����:�5�� �#:�5.�.� �!#��$ ��"������ E.����� H � �
��5$� 4 �7,3 ! � )9 ��"����$ ����#!�S��� � �� E.����$ E�#�:�.� $
��.�5 �E � ���"�.� 1�E�$��� �

�� 
� 
 � �� ���� ����� ���� � ���8��8
��7>@577R �J= 
 � $! % � � -.*
 * & *./ 0�� / %�& ,/ 1 N × N,

.%/ ,)'�''� ),('%-'% '#),(%& %3 �1'$� ,3 y : R → RN

y′ = Ay, y(t0) = y0
� ��	D�

-0-. #& * � %('%/ ,('0� 
 ,',
'0� �)0	*
'0� (0� #/ #'� ,*
 �'0� / ,)'�'�#� , -. *
0& 0 $%#� ,� , '.*& 0 , �%	*.$%)0& �'*	#''�&
y0

�

� � � ��E!�"����� $
RN ��!�$ |y| = max(y1, y2, y3, ... , yN ),

� $
E!�5��!� ���!�)2  "��!����< ���!�)2 !����!$

N × N
��!�$ �

|A| = max
j∈{1, 2, ... , N}

N∑

k=1

|ajk|,

�� )� ��!�� 1� �%(� #', " ���$ !��$����� H � �

|Ay| ≤ |A| · |y|.
-�!� ���C��5& 5���5��C�� " ���$H � � |A| S ��!��9 H 5E!�"��$S�2�

5& �5����& ��!�"��5�2 H � ��S�� � |AB| ≤ |A| · |B|.1� �#���$9:� ��;�.2��5�� � �! $"��2 H ""��������� H � �
t0 = 0.M;���� � ���!���9 ��0 H !��" �&�� !�"�&��& ��	D� S����C H � C�;� �����

���C�� ������� E�5. ���"��< ��#.����2 �
%: +,-(.-( B((6,2-7/

y
C



���

M�E!�"����� �� � E����:���& �

y(0)(t) = y0;

y(1)(t) = y0 +

t∫

0

Ay(0)(s) ds = y0 + tAy0 = (1 + tA)y0;

y(2)(t) = y0 +

t∫

0

Ay(1)(s) ds = y0 +

t∫

0

(A + tA2)y0 ds =

=

(
1 + tA +

(tA)2

2

)
y0; ...

y(n)(t) = y0 +

t∫

0

Ay(n−1)(s) ds =

=

(
1 + tA +

(tA)2

2!
+

(tA)3

3!
+ · · · + (tA)n

n!

)
y0,

�� �5�����C "�!�� ��S ;!���)9 �� $��"�
n → +∞ �.& "5�<

y0
� 4 ���$

:�5.� � �.& ��< H ���� �  ��!����� & �< ��!�"�9S �H � !�%�� � D � *52
:��$ !&� ���!�)2 H � � E����:�9�2 �� �

etA = exp(tA) = 1 + tA +
(tA)2

2!
+

(tA)3

3!
+ · · · + (tA)n

n!
+ · · · ,

�#�� ��C �.& ��"�.2��;� � �C5��;�
t
H � !��" �&�� ����:� ��	D� �����

E����� $ �� ��$ "�;.&� � �

y(t) = etAy0.
��	 ��

� 5�> ��
 � 
� (%),
 �'%�% '*.1/ *
 �'%�%
n
, $)*(/*.'0� & *./ 0�� �, � %('%�% / %�& ,/ 1 � � � $0� � '#)0/ %(� #'*� & * & % �

(CAC−1)n = CAnC−1.
��	��

� 8?5F577R �������� ��������:��� ���$ )�� � � T"�!�����& .��� �.&
n = 1

�:�"���� � 1�<�C !�"��5�2 ��	�� 5E!�"��$S�25& �.& E�"��;�
n
�

T�� � �������� �

(CAC−1)n+1 = (CAC−1)nCAC−1 = CAn(C−1C)AC−1 = CAn+1C−1.
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� 5�> �= 
 � 
� $)*(/*.'0� & *./ 0�� %('%�% / %�& ,/ 1 � , 	 & * & % �
AB = BA ⇒ eA+B = eA eB = eB eA.

� 8?5F577R 
 � � �
AB = BA

H �� �.& �#:�5.���&
(A+B)n/n!

�����
5 �!�5����5& #������9 /�!�$.�9 129���� � T�� � ��S�� �

(A + B)n

n!
=

n∑

j=0

Aj

j!
· Bn−j

(n − j)!
.

I����)&
2n∑

j=0

Aj

j!

2n∑

k=0

Bk

k!
−

n∑

j=0

(A + B)j

j!

��	'�

��5���2 ��� �� �
AjBk/j! k!

H � �
n < j ≤ 2n

�#�
n < k ≤ 2n

H ���$ � �
��!�� �� E�!�"�� $S �

e|A| max
n<j<+∞

|B|j
j!

+ e|B| max
n<j<+∞

|A|j
j!

−→
n→+∞

0.

M� �C5��"%� ;!���:��C E�!�<��
n → +∞ $ "�!��� ��	' � H� � E!&�$S

�� D H ��!���S�� �"�!�����& .��� �
M ��"�� ���< .�� H !�"��5�� ��3�� �� ".�5��"�5��C ��30� �3	� ����

!�)2
Il

"�E.�"�S E����� ���:� �"�!�����& �

45865�> �=� 
 � $! % � � '#)0/ %(� #'* $)*(/ *.'* & *./ 0�� �

A = C diag(λ1 + I1, λ2 + I2, · · · , λL + IL) C−1,

(#
Il

�
l=1, 2,

��� �
L

� & * )0�
� ( ����� � .% �
etA = C diag(etλ1etI1 , etλ2etI2 , · · · , etλLetIL) C−1,

(# $)*(/*.'* & *./ 0�� etIl
.%�% -*& %�% / %�& ,/ 1� ! % 
 Il (l = 1,

��� �
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L)
� & * .*$0
 )0 �
� ( �

etIl =




1 t t2

2!
t3

3!
t4

4!
t5

5!
t6

6!
t7

7! · · ·
0 1 t t2

2!
t3

3!
t4

4!
t5

5!
t6

6! · · ·
0 0 1 t t2

2!
t3

3!
t4

4!
t5

5! · · ·
0 0 0 1 t t2

2!
t3

3!
t4

4! · · ·
0 0 0 0 1 t t2

2!
t3

3! · · ·
0 0 0 0 0 1 t t2

2! · · ·
0 0 0 0 0 0 1 t · · ·
0 0 0 0 0 0 0 1 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·




.

=>B; :F8A JO 
 � & %� 
0)%-. , �%(*''� & *./ 0� , � '%/& *
 �'%� �%/ 
& %� � %/ (*'* )0�
0)* � ! % $%%/ (0'*.0 )#$.%/ * etAy0
� / %�) ���$1�*(*	 , � %� , ����� � -1& * (%(*'$,) . *$%�% )0 �
� (1 �

eνt(a cos(ωt) + b sin(ωt)) p(t),

! % ),(�%),(*�. � �#)'%& 1 �
 %$1 '%/& *
 �'%3 �%/& 0 � %/ (*'* & *./ 0 

� , 	 � 	0-
 %&

ν + iω
'* (,*�%'*
 ,� �/ 0	%& 1 -. #� ,'� & '%�%	
 #'* p(t)& #'�0
 ),( / %�& ,/ 1 �
 %$1 '* (,*�%'*
 , '%/& *
 �'%3 �%/& 0 � %/ (*'*& *./ 0� , � � 	0-
 %&
ν + iω

'* (,*�%'*
 ,�
�� 
� 
 ���������� 4�������8

I��;.&���� !�"�&��&
x′′ = −ω2x,

��	, �
� � �E�5$S " :�5� ���� ���&

x(t)
�&;�!)& �� E!$���� H 5�.� � �� & ��

E!�E�!)�C�� �� "��<�.���& "�� E�.�����& !�"��"�;� � ����� ��!��$
" ����� !��" �&�� ��� �:� 6�% � � E�:�� �"��� ���:���&��

x0(t) = x0
H

x′(0) = x′
0

�

x(t) = x(0) cos ωt +
x′(0)

ω
sinωt.
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4�� S����C H �;���� � ��"�����9 ���!���9 ��0 � -� ����� H & )�C
!��" �&�� ��!����� ������� E�5. ���"��< ��#.����2 �#�� ";��$"���
�&� � -����:��� �

A =

(
0 1

−ω2 0

)
, y(t) =

(
x(t)
x′(t)

)
.

T�� � !�"�&��& ��	, � � "�"�.����� !�"�&��9
y′ = Ay,

� � ��S !��" �&�� 
y(t) = etAy(0)

�

A2 =

(
0 1

−ω2 0

)(
0 1

−ω2 0

)
=

(
−ω2 0

0 −ω2

)
= −ω2,

���$ �.& ��"�.2��;� ��"�� �S���;� )�.�;�
n A4n = ω4n,

A4n+1 = ω4nA, A4n+2 = −ω4n+2, A4n+3 = −ω4n+2A.
M��C����

etA
11

��
etA
12

� �.������ E�!%�;� !&� � ���!�)�
etA �

etA
11 = 1 − (ωt)2

2!
+

(ωt)4

4!
− (ωt)6

6!
+

(ωt)8

8!
− · · · = cosωt,

etA
12 =

t

1!
− ω2t3

3!
+

ω4t

5!
− ω6t7

7!
+

ω8t9

9!
− · · · =

=
1

ω

(
ωt

1!
− (ωt)3

3!
+

(ωt)5

5!
− (ωt)7

7!
+ · · ·

)
=

sin ωt

ω
.

-�!% �  ��!������
etAy(0)

��!�"�9 S �

etA
11 x(0) + etA

12 x′(0) = x(0) cos ωt +
x′(0)

ω
sin ωt.

*#:�5.���
etA H "� �!�5��"$9:� ��!��.2�$ /�!�$ � �!���� ���!��

)�
A
� -����:��� �

C =

(
1 1
iω −iω

)
, C−1 =

1

2

(
1 1/iω
1 −1/iω

)
.

T�� � ��S�� �

C

(
iω 0
0 −iω

)
C−1 =

1

2
C

(
iω 1

−iω 1

)
=

(
0 1

−ω2 0

)
= A,
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�� 5E�:�� $ "� ��$"�.�52 � �& �������& ��
C−1 5E!�"� � T��$ ��S�� �

etA = C

(
eiωt 0
0 e−iωt

)
C−1 =

1

2

(
1 1
iω −iω

)(
eiωt eiωt/iω

e−iωt −e−iωt/iω

)
=

=
1

2

(
(eiωt + e−iωt) 1

iω (eiωt − e−iωt)
−ω

i (eiωt − e−iωt) (eiωt + e−iωt)

)
=

(
cosωt 1

ω sin ωt
−ω sin ωt cosωt

)
,

�� 5E�:�� $ "� ��$"�.�52 � �& �������& ��
C−1 �

�� 
� 
 � �� ���� ������� ���� � ���8��8
��7>@577R �JJ 
 � $! % � � -. *
 * & *./ 0�� / %�& ,/ 1 N × N,
f : R → RN � �1'$� ,� (,
-'%�% */ �1& #'.1 t

� .% / ,)'�''� ),('%-'%'#),(%& %3 �1'$� ,3
y : R → RN �

y′(t) = Ay(t) + f(t)
� ��	+�

-0-. #& * 
 ,' ,
'0� '#%('%/ ,('0� / ,)'�'�# � , -. *
0& 0 $%#� ,� , '.*
&0 �
45865�> �=� 
 �*(*	* � %� , (
� / ,)'�''� ����� � '#�#/ #)'%� �1'$

� , �

f(t)
, �%	*.$%)%� 1& %)%�

y(0) = y0
& *  (0'0
 / %�) ���%$ �

y(t) = etAy(0) +

t∫

0

e(t−s)Af(s) ds,
��	3�

� $0
 & %� '* %./ 0& *.0 & #.%(%& �%-
 ,(%)'0� '*�
0� #'� �
� 8?5F577R 
 � !�"��5�� ��	3� E�!%�C ������ E!�"�� :�5���� ��#���
E�:$S E��!�#�� E�:�� �"� ���:���& � S !��" �&� �� ����!����;� ! �"�&��
�&

y′ = Ay.
�!$;�C ��S �$.2�"� E�:�� �"� $��"� C ��.����2 "��

t
& 

"�� ;!���)� ����;!$"���& � & "�� E�!����!� E�� ����;!�.2��� /$� )�� �

1

∆t




t+∆t∫

0

e(t+∆t−s)Af(s) ds −
t∫

0

e(t−s)Af(s) ds



 =

%: +,-(.-( B((6,2-7/
y
C



���

=
1

∆t




t+∆t∫

t

e(t+∆t−s)Af(s) ds +

t∫

0

(
e(t+∆t−s)A − e(t−s)A

)
f(s) ds



 =

= e∆tA · 1

∆t

t+∆t∫

t

e(t−s)Af(s) ds +
e∆tA − 1

∆t
·

t∫

0

e(t−s)Af(s) ds.

M� �C5��"%� ;!���:��C E�!�<��
∆t → 0

� "� �!�5����&� ���!��� E!�
5�!���S ���:���& ����;!�.� ��E�!�!"��� /$� )�� ��.&  �����  ��!�
������ E�!%�;� ����� � � !��� � H ��!���S�� �

f(t) +

t∫

0

e(t−s)Af(s) ds.

�5�$S � � ���� 5E�5�# !��" �&�$"���& ����:� 6�% � �.& .���C��< ���
����!����< �"�:�C��< ��/�!��)��.2��< !�"�&�2 � �� ��"�.2��;� !���
" �&� $ '#%('%/ ,('%�% !�"�&��& ������ �� �C !��" �&�� %('%/ ,('%�%
!�"�&��& H � �# $ )�S� 5$�� 5E!�"��$"�.�5& E�:�� �"� $��"� � 8���
�� ��.� !��" �&���� ����:$ E!� "��$%���  �.�"���& " �.� �!�:���$
 �.� �

�� 
� 
 ����������� 4���6�

I��;.&���� �.� �!�:��  �.� E�5. ���"�� � �S�����<  �����5���!�
S���5��

C
H �E�!$

R
�� ���$ ��"��5��

L
�"�.�:��� "5�< E�!����!�"

�������� � -����:��� :�!��
Q

��!&� �� �# .���� �<  �����5���!� H
I
� 5�!$� " ��E!&� $ "�� E�����"�� ��!&������ �# .���� � �� ���

;���"�� ��!&������ ���" � !�5 � 	�� �

R

L

?
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• •

Q
C = RI + LI ′

C ��
��
��

�	 
� �� � V.� �!�:�� 5<��� ���.2�"���;�  ���$!� � �E�!��
R
H S���5�9

C
�� ���$ ��"��5�9

L
�



���

-!� �� ��$ ��E!&� $ "���!9"���& 5�!$�$ ��S�� �

I = −Q′,
��	0�

�� %�!�<�� ′ E����:��� ��/�!��)�9"���& �� :�5��
t
�
Q/C

� ��E!$�
;� �� �# .���� �<  �����5���!� � ��!�"�9S 5$�� 5E�� �" ��E!$;� ��
�E�!�

R
�� ���$ ��"��5��

L
�

Q

C
= RI + LI ′.

��	7�

-����:��� :�!��
Q0

��
I0

� ���:���& ��!&�$
Q

�� 5�!$�$
I

$ E��
:�� �"�C ������

t = 0
� - �� 5��"�"%� ���:���&

I
� ! �"�&��& ��	0� "

!�"�&��& ��	7 � H E�!���5%� "5� ����� � $ . �"$ :�5���$ !�"�&��& ��
E������"%� �< ��

C
H ��!���S�� �

LCQ′′ + RCQ′ + Q = 0.
��		�

Q = Re Q0e
λt H � � λ

� ��& �  ��E.� 5�� :�5.� H #$�� !��" �&� �� !�"�
�&��& ��		 � H & � � !�"��5�2

Re Q0e
λt(LCλ2 + RCλ + 1) = 0

5E!�"��$S�25& �.& "5�< � �C5��<
t
H ��#��

LCλ2 + RCλ + 1 = 0
��DD�

m

λ1,2 =
−RC ±

√
(RC)2 − 4LC

2LC
= − R

2L
±
√(

R

2L

)2

− 1

LC
.

���.�"� �� � �!� "�E�� � ���" � !�5 � 	' � �
�
 � 86B>A5 C>B :77R 
 � � �

(
R

2L

)2

>
1

LC
,

�� !�"�&��& ��DD� ��S �"� !����< � �C5��<  �!�� �
λ1

�
λ2

� T�� � !��" �& �
�� 5�5���� ��	0� �	7� ����� E����� $ �� ��$ "�;.&� � �
(

Q
I

)
=

(
a1e

λ1t + a2e
λ2t

a1λ1e
λ1t + a2λ2e

λ2t

)
=

(
eλ1t eλ2t

λ1e
λ1t λ2e

λ2t

)(
a1

a2

)
,



���

� � �.&
t = 0

E�!��"�!9 S�25& �� �� $ !�"��5�2 �
(

1 1
λ1 λ2

)(
a1

a2

)
=

(
Q0

I0

)
,

�"�� 5� ��S�� �
(

a1

a2

)
=

1

λ2 − λ1

(
λ2 −1

−λ1 1

)(
Q0

I0

)
=

1

λ2 − λ1

(
λ2Q0 + I0

−λ1Q0 − I0

)
.

= 
 K6B>B@75 C>B:77R 
 � � �
(

R

2L

)2

=
1

LC
,

�� !�"�&��& ��DD� ��S ���� � �C5��C  �!��2
λ = −R/2L

 !����5�� � �
� �����$ !��� !��" �&�� 5�5���� ��	0� �	7� �.& ��#��E�:���& 5E!�"�
�����& E�:�� �"�< $��" ����� E����� $ �� ��$ "�;.&� � �

Q = (a0 + a1t)e
λt, −I = Q′ = (λ(a0 + a1t) + a1)e

λt,
��

a0 = Q0, a1 = −I0 − λQ0.J 
 � 	RA5 C>B :77R 
 � � �
(

R

2L

)2

<
1

LC
,

�� !�"�&��& ��DD � ��S �"� "��S��� 5E!&����<  �!��� � 1�<�C

ρ =
R

2L
, ω =

√
1

LC
−
(

R

2L

)2

, λ = −ρ + iω
�

���� � !��" �&� �" !�"�&��& ��DD� H �  ��E.� 5�� :�5.�
A

�� � H E!�
& ��$ �

Q = Re Aeλt, −I = Q′ = Re Aλeλt.T�� � ��S�� �

Re A = Q0,

I0 = Re A · Re λ − Im A · Im λ = −ρQ0 − ω · Im A,

Im A =
I0 − ρQ0

ω
,

Q =

(
Q0 cosωt − I0 − ρQ0

ω
sin ωt

)
e−ρt.
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t

t

t

�D � 5� 

�	 
� �� � M�.����5�2 "�.�:��� ��!&�$ "�� :�5$
t
� ������$ ���� ���&

 �.� � S���5�9
C = 10−8 / H ���$ ��"��5�9

L = 10−4 ;� �� �E�!��
R�E�!�!�<�"��� " E�!&� $ !����%$"���& ;!�/ � �" �"�!<$ "���� �

3DD �� �
λ = (−3 ± 2

√
2) · 106 5� −1 � ��!5� � ;�5���& �

�DD �� �
λ = 106 5� −1 �  !���:�� ;�5���& �

�D �� �
λ = (−1 ± i

√
99) · 105 5� −1 � � �& � ;�5���& �

�� 
� 
 � ���6� � �� ������ �� ����� ����6��
I��;.&���� �.� �!�:��  �.� E�5. ���"�� � �S�����<  �����5���!�

S���5��
C
H �E�!$

R
H ���$ ��"��5��

L
�� ���!�.� ������� ��E!$;�

���" � !�5 � 	, � �
U∼ = Umax cos(ωt + ϕ),

��
Umax

� �� 5���.2�� ���:���& ��E!$;� �� E�.95�< ���!�.� ���
E!$;� H

ω
� )� . �:�� :�5����  �.�"��2 ��E!$;� H

ϕ
� /��� ����5� )�<
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E�!����!�" !�� !�"�S�25& "  $!5� �.� �!���<�� � � �

R

L
C

?
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=Q

C + U∼ RI + LI ′

d dU∼

��
��
��

�	 
� �� � V.� �!�:�� 5<���  ���$!� � �E�!��
R
H S���5�9

C
H ���$ ��"�

��5�9
L

�� ���!�.�� ������� ��E!$;�
U∼

�

� ��!��$9:�52 E����:��2 H ��E!�"������< E!� !��;.&� � ���.2�"��
��;�  ���$!� H ��S�� �

I = −Q′, LCQ′′ + RCQ′ + Q + CU∼ = 0.
��D ��

F� !�"�&��& �E�5$9�2 "��$%���  �.�"���& ��!&�$ �� �# .�����
 �<  �����5���!� � 5�!$�$ " �.� �!�:���$  �.� � 6�.� ��S �E�! H � �
;�5��2 ".�5� �  �.�"���& � T��$ E!�!���� 5E�� �"���5& H � � �� $��"�
t → +∞ "��$%���  �.�"���& ��9�2 �� 5��� E�!��� � /�!�$H � � C
 �.�"���& ��E!$;�

U∼
H � ��� �9�25& H ��E!� .�� H /$� )�S9 �

Q(t) = −Qmax sin(ωt + ϕ + ∆ϕ),
��D��

��
Qmax

� ��C#�.2% � ���:���& ��!&�$H
∆ϕ

� ��& �C  $�H / ���:��C
���5� & �;� #$�� � �&5�"��� ��.� � T�� � ��S�� �

Q = −Qmax sin(ωt + ϕ + ∆ϕ) =

= −Qmax(sin(ωt + ϕ) cos∆ϕ + cos(ωt + ϕ) sin ∆ϕ);

Q′ = −ωQmax cos(ωt + ϕ + ∆ϕ) =

= −ωQmax(cos(ωt + ϕ) cos∆ϕ − sin(ωt + ϕ) sin ∆ϕ);

Q′′ = ω2Qmax sin(ωt + ϕ + ∆ϕ) =

= ω2Qmax(sin(ωt + ϕ) cos∆ϕ + cos(ωt + ϕ) sin ∆ϕ).

((ω2LC − 1) sin ∆ϕ − ωRC cos∆ϕ)Qmax + CUmax) · cos(ωt + ϕ)+
+((ω2LC − 1) cos∆ϕ + ωRC sin ∆ϕ) · Qmax sin(ωt + ϕ)

�
.�"� :�5���� !�"�&��& �

LCQ′′ + RCQ′ + Q + CU∼ = 0
�



���

������� ��!�"�9 S �$.9 ��� � � .�% � ��� � H  �.� 5E!�"��$S�25& �� �
5�5���� !�"�&�2 �

{
((ω2LC − 1) sin∆ϕ − ωRC cos∆ϕ)Qmax + CUmax = 0
(1 − ω2LC) cos∆ϕ = ωRC sin∆ϕ

⇓

�
�

∆ϕ =
sin ∆ϕ

cos ∆ϕ
=

1 − ω2LC

ωRC
=

1

ωRC
− ωL

R
.

4�#�!��� �

∆ϕ = ��
�
�
� 1 − ω2LC

ωRC
.

T�� � ��S�� �

Qmax =
CUmax

(1 − ω2LC) sin ∆ϕ + ωRC cos∆ϕ
=

=
1

cos∆ϕ
· CUmax

(1 − ω2LC) �
�

∆ϕ + ωRC
,

��
1

cos∆ϕ
=

√
1 + �

�2∆ϕ =

√
(1 − ω2LC)2 + (ωRC)2

ωRC
,

(1 − ω2LC) �
�

∆ϕ + ωRC =
(1 − ω2LC)2 + (ωRC)2

ωRC
.

� !��$.2���� ��S�� �

Qmax =
CUmax√

(1 − ω2LC)2 + (ωRC)2
;

ωQmax =
ωCUmax√

(1 − ω2LC)2 + (ωRC)2
=

Umax√
(ωL − 1/ωC)2 + R2

�

��E. ��$��  �.�"��2 5�!$�$ "  �.� � 4��� ��C#�.2% � �� $��"� H � �
ω = ω0

H � �
ω0 = 1/

√
LC

� / #�%'*'-'* 	*-. %.* $%
0)*'� ���" � !�5 �
	+� �

6$�
∆ϕ

��S E!���!� �.$��:���& � $1. )0�#/ #(� #''� $%
0)*'�-./ 1& 1 ) $%
 , $%
0)*'� '*�/ 1�0 U∼
�
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�

�
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,
I, a

D � �
ω/ω0

�	 
� �� � M�.����5�2 ��E.��$�� 5�!$�$ "�� )� .�:��� :�5����  �.��
"��2 �.� �!�!$% �C��� 5�.� �DD " $  �.� E�5. ���"�� � �S�����< ���$�
 ��"��5��

L = 10−4 G� H S���5��
C = 10−8 ( �� �E�!$

R
�E�����

 !�"� �.& �E�!�" �D H 3D � ��D *� H & � � !�<$"��� �"�!<$ �����$ � �
ω0 = 1/

√
LC = 106 !�� �5� � !������5�� :�5���� �

M��C���� -�*( '*�/ 1�0 �� �E�!� H S���5�� �� ���$ ��"��5�� �* '*

�/�& %& -./ 1& 1 � �� ;������ �"�9 5�!�. �9 �� �.� �!�:��C 5<���
� "�� ����S�  .��� ���!�.� ��E!$;� �� ��%�� �

8E�� ��E!$;� �� �E�!� H & �C  �.�"�S�25& 5��<!���� �� 5�!$��� H
�� �C �

RI = ωRQmax cos(ωt + ϕ + ∆ϕ).

8E�� ��E!$;� �� S���5�� H & �C "�� 5��S "��  �.�"��2 5�!$�$ ��
π/2,

�� �C �

−Q

C
=

Qmax

C
sin(ωt + ϕ + ∆ϕ) =

Qmax

C
cos(ωt + ϕ + ∆ϕ − π/2).

8E�� ��E!$;� �� ���$ ��"��5�� H & �C "�E�!����S  �.�"���& 5�!$�
�$ ��

π/2
H �� �C �

LI ′ = −ω2LQmax sin(ωt + ϕ + ∆ϕ) =

= ω2LQmax cos
(
ωt + ϕ + ∆ϕ +

π

2

)
.



���

M�E�%��� 5��5.� ��!����� !��$.2���� �� ��E���;�9  ��E.� 5��<
:�5�. � -����:��� �

Z = R + iωL − i

ωC
,

UC = Umaxe
i(ωt+ϕ), IC = ωQmaxe

i(ωt+ϕ+∆ϕ).
T�� � ��S�� �

UC = ZIC U∼ = ��

UC , I = ��

IC .

-

6

?

������������������1

R

iωL

−i/ωC

Z

-

?

∆ϕ

�	 
� �� � M��<������& ,& �#'(*'-1
Z = R + iωL − i/ωC.

6$� "�E��
!������&  �.�"��2

∆ϕ
"���!9 S�25& "�� ��E!&�$

Z
�� ��E!&�$

R
�

�.& ��#!�����;� "�E�� $ � "�� �S���C �

�>??>�577R �� 
 "%�) ���%$ �*(*	 , � %� , � �%	*.$%)0& 0 �'*	#''� 
&0 �*/� (1 Q0
, -./ 1& 1 I0

� -1& * �'*
(#'%�% / %�) ���$1 �
�
� , / %� 
) ���$1 �*(*	 , � %� , (
� -0-. #& 0 / ,)'�'� ��� ������ #
 #$./ 0	'%�% $%


 * �#� (� #/ #
 * '*�/ 1�0 � �%	*.$%)0& 0 �'*	#''�&0 �

Q0 + Qmax sin(ϕ + ∆ϕ), I0 − ωQmax cos(ϕ + ∆ϕ)
�

),(�%),('% (% �*/� (1 $%'(#'-*.%/ * , -./ 1& 1 ) $%
 ,�
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� E�E�!���2��$ !��� �. � �� ����C���.�5� � E!� .����� ����!�

��� �5��:��;� �E�5$ 5"��$ � E�#$��"� �"�.9)�C��� ����. � �5�5����
��/�!��)��.2��< !�"���2 � H � � �������:�� �E�5$S "5� "�� �.�� � ".��
5��"�5�� �# �S ��" �#� �<�2�� 5�5���� H � � �� ��5. ��� $S�� � *��� )�C
E��< �� ��E!��$ ��"��C $ " �����< ���:� "�E�� �< �

�� � %)'* ��/�!��)�� E!� 5��� 5�5���� ����5���� � 1�E!� .�� �
�� ��"�����C ��:��C �E�5 !$<$ ;!�.2��;�  $#� � " !��$.2�

���� C�;� E�� ������ H "��S��� �� � ��.� $.��� E�"��!� C
E�"�!<��9 5��.$ �

# � ��"����� .%	',  ��!������ " ����.�<  .�5�:��� ��<��� �
���5. �� I���!/�!�� � !��5�9"���� ��!������<

α
�:�5���� 

��!��� ��.��� C ���.�� !��$.2����" )2�;� � 5E�!�����$
5$��S"� �����" E�;.�� �� #$��"$ !�:�"��� � �

" � ��"����� H 5 �.2 � ��!�� $!���9 ��5�2 $%� '0
  �.�5 E% ��
��:��;� E�.� �E!�;��� � ��� ��E�5�" E!���"�.25�"� � E��
����� ��!��"��� "�;� � �

;� ��"����� H � $%� '0
 "�#�!�)2 E�"�� � 5�#� $ ���2 "�#��
!�" �#�!��2#� �� ".��$ C �/� ��"��5�2 / ����5$"���� �� ��
#�!��2#� )� �"��2 "5� "�!5�"� 5$5E�.25�"� � �

�� ��"����� )-, ����� " �!;������ E�)�S��� H "� .� ��� <"�!��
#�9 H � � E��!�#$S �E�!���"��;� "�!$:���� �

-!� )2��$ 5E�5��!�;�:� ��5E!�"� � ) � �"��2 �� 5��� 5�5���� "
 ����C ������ :�5$H � ��� � <�!� ��!5�� � )2�;� 5���$� �.�
E�����< E!� .�� �" )� "��E�"���� �
��  �.2 �5�2 �:� H � � "�E�.� �� ;!�.2���$  $#� $ �
# � ��.����5�2  �.2 �5�� :�5���� "��  $�� !��5�9"���� �
" � 5�!���� �� ��� ���.2�� "!���C��5�2 �
;� !��E�� �. 5��E���C 5�!�� "�#�!)�" �
�� !��$.2��� �E�!�)�� �.� E�)�S��� �
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� � 1����.�"�5�2 ��"��2 � ��E���;�9 5$:�5��;� E!�;!����;� C
�E�!����;� ��#��E�:���� " 1� )'0� � 5E�!������< ��!����� )0 

	#/ �'0
 �E�5 5�5���� � 1�E!� .�� H E!� ����.9"���� ;���E�� �#�
��;� :� !�� �;� 5���$ �� ��E���;�9 5$ $E��5��

1023 �"�!��<
5/�! H � � �� 5��5 �9�25� � "��S��� �9�2 ��� 5�#�9 �� � ;!����
)�9 5�5���� .�%� " !��$.2���� E!$���< $��!�" � � �!�� )� "��
�� �S E��!�#� " ��"��$ E��<�� � H !��. ���"����$ " 5����5��:��C
/ ���)� �

� "5�< E�!�. �:���< "�E�� �< E�!�<����2 �� �E�5$ ��" �.�%�2�;�
5"��$ �� ��E���;�9 C��"�!��5��;� E!�5��!$ "�E�� �"�< E�� �C � -!�
)2��$  ���� E�� �� ��S 5"�9 
& %),/ ',-. � � � �C5�� :�5.� � "��! �� �
�D ��� � M��5� )�S� "�.�:��� �� �C ��*$%' )#
0$0� 	0-#
� � ,& %),/ ',-. �
�%(,3 � �/*'0�� ),('%� #''� $,
 �$%-. ,# '#�*
 #� '0� )0�/ %�%)1)*'��1 � $0� �%(,� ),(�1
 *-� � (% $,
 �$%-. , )-,� '#�*
 #� '0� )0�/ %�%)1)*'��* 1& %)0 � ! % %-. *''� �/�& 1 (% '#-$,'	#''%-. ,� -!� )2��$ E�����
�� "�E!�#$"���� "����:�S�25� 5/�!�9 ��5��5$"���� ��������:���
���!�� ��E�5 / ���:��< H < �� �:��< H #��.�;�:��< � 5�)��.2��< �"�� H � ��
/� ��.�;�� � H � ���$���"���$ !��$����9 ����.����5�� "�E!�#$"��2
�� 5E�!������" � "��E�"�� �S E�� ��� ��. � E������ ����.����5�� �����
 �"� !��E�� �.���< E�� �C �

($��������.2�� E������ C��"�!��5��;� �E�5$ �

•  �!� ���5�2 H ��#�� ��5$E�!�:.�"�5�2 �E�5$ C��"�!��5��;� E!�5�
��!$ "�E�� �"�< E�� �C �� ������;�9 "�����< ��������:��<
E����2 �

• ��� "����5�2 H ��#�� "��E�"��� �5�2 E!�;����" !��.2��5�� �
/�!�$9�2 E!����� "�":���� � !���< ;�.$��C �������� � � ���!��
C��"�!��5��C � ��������:��� 5����5�� � �

�� 
�
 �4� ���� ���� �� ���� ��������
� ���!�� C��"�!��5��C !��;.���9�2 -. %� *-.0	', #$-�#/ 0& #'
.0 H � � ����� E�"��!��� #$�2�� $  �.2 �5�2 !���" H �.� !��$.2����

%K7B' 1+,-(? '--4 -7@217M/0 �� ���������� �� �	 �� ����� �



���

� �< �� ����� ��E�"�� E�!��#�:��� � M  ����� 5��<�5��:��� � 5�
E�!������� E�" ���$9�2 �/ %-. ,/ #
 #& #'. */ '0� �%(,
 H � �C E!�C�� �
�� E����:��� "�.� �9 .���!�9 ;!�)2 �� �#�� �

Ω
�E��!�#�� :�����

����;��� � 5$ $E��5�2 "5�< ���.�"�< ��5. �� �" �!��$.2����" � 5E�!��
����$ �E!�5��! ��5. �� �" � 5E�!�����$ � � � 0�*($%), �%(,3H E�" ������
� ����� 5��<�5��:��� � 5E�!������� H � E��������� E!�5��!$ �.��
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∀ n ∈ N An ∈ A

∀ n, m ∈ N An ∩ Am = Ø
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P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An ∪ · · ·) = P(A1) + P(A2) + · · · + P(An) + · · ·
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




∀ n ∈ N Bn+1 ⊂ Bn ∈ A
+∞⋂
n=1

Bn = Ø
⇒ lim

n→+∞
P(Bn) = 0;
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∀ k ∈ N

{
n ∈ {1, 2, ... , k} An ∈ A

n, m ∈ {1, 2, ... , k} An ∩ Am = Ø

⇓ �� �D�

P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak) = P(A1) + P(A2) + · · · + P(Ak)
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+∞⋃

j=n

Bj\Bj+1 = {x| ∃ j ≥ n x ∈ Bj\Bj+1},
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+∞⋃
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� � �
n → +∞ � *��� H

lim
n→+∞

P(Bn) = 0.
��"����� ��5�����5�2 � 1�<�C 5E!�"��$9�25� �"�!������ ��D	�

��D� H � "5� E�� �� E�5. ���"��5�� {Ak}+∞
k=1

E�E�!�� ��5$��5�� � 4�#�!��� �

Bn =

+∞⋃

k=n

Ak.

M� E�#$��"�9
Bn+1 ⊂ Bn

� � � � "��#$.�5� E�� ��
Bn

H �� "��#$.�5�
���� � E�� �C

Aj
�.� ��� �;�

j ≥ n
� T�� � :�!�� E�E�!�$ ��5$��5��5�2

E�� �C {Ak}+∞
k=1

�� "��#$.�5� E�� ��
Aj+1

H
Aj+2

H ��� H � ���� H �
Bj+1

H
Bj+2

H
��� H �"�� 5� ��S�� � +∞⋂

j=n

Bj = Ø.

P




+∞⋃

j=1

Aj



 = P




n−1⋃

j=1

Aj ∪
+∞⋃

j=n

Aj



 =

n−1∑

j=1

P(Aj) + P(Bn) =

=

+∞∑

j=1

P(Aj),
#�

lim
n→+∞

P(Bn) = 0.

�>??>�577R �� 
 � #��%-#/ #('�% � %�'*	#''� ��� )0�
0)*�. � .*$,)
 *-.0)%-. , 
& %),/ '%-. ,�
{

A, B ∈ A

A ⊂ B
⇒ P(B) ≥ P(A),
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P(B) = P(A) + P(B\A);

∀ A ∈ A P(Ā) = 1 − P(A),
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P(A) + P(Ā) = P(Ω) = 1;

∀ A, B ∈ A P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(A ∩ B),

�%
A ∪ B = A ∪ (B\(A ∩ B)).
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F� +-L2- 	3'B.7-,6 �B(12L ;<=A?@ <A
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,�,�, ����� ��!����� S����� 5E�5�#�� �

452�;� S
63 = 216

!����< !��$.2����"  ������  $#� �" H � ��< E��"�
5$�� �� 5E!�� S

3 · 6 + 3 · 3 = 27
!��$.2����" H � E��"� 5$�� �� �

3 · 6 + 2 · 3 + 1 = 25
!��$.2����" �

-�!��� 5 �� ��!� �.9 5�!$S �

• !��" ������� E!�#.��� ��� "����5�� �E�5$ !��$.2����" "�E!�#$�
"��2 �� !�"�� E�#$��"� C��"�!��5��;� E!�5��!$ �

• ��5��C �" ���� ����: �� "� �!�5�����  .�5�:��� C��"�!��5�� ��
����:���  ��#�����!� � �

�� 
� 
 ����������� ���� �������
��7>@577R �J� 
 �& %),/ ',-. � �/ %-. %/ 1 (Ω, A,P)

'*�0)*�. � �#%
& #./ 0	'%� ) . *$0� )0�*($*� �
� �

Ω
� ),(/ ,�%$ 	0-
 %)%3 �/�& %3� %�& #� #'0
 (,
-'0& 0 	0-
 *& 0

a,
b, A

�
σ

*
 �#�/ *� ! % & ,-.0. � )-, �/ %& ,� $0 	0-
 %)%3 �/�& %3�� $, �%)',-.� '*
 #� *. � (%

Ω
�
P

� .*$0
 / %��%(,
 ,& %),/ '%-
.#
 � ! % (
� �/ %& ,� $1 [c; d) ⊂ Ω

& %),/ ',-. � �/ %�%/ � ,
'* (%


%�% (%)� 0'0 �
P([c; d)) = |d − c|/|b − a|.


 �
Ω

� �
 %-$* � ,�1/* � , -$,'	#''%� �
 %! #� �
A

�
σ

*
 �#�/ *� � $,
'*
 #� *. � )-, �*�*.%$1.'0$0 � ! % �%)',-.� & ,-.�. �-� )

Ω
�

P
� ,& %),/ ',-. �� �/ %�%/ � ,
'* (% �
 %! , �%(,3

A ∈ A
�

P(A) = mes(A)/mes(Ω).

� �
Ω

� �/ %-. %/ %)# . ,
 % � , -$,'	#''0& %� � & %& �
A

�
σ

*
 �#�/*�� $,
 '*
 #� *. � )-, �*�*.%�/ *''0$0 � ! % �%)',-.� & ,-.�. �-�)

Ω
�
P

� 
& %),/ ',-. �� �/ %�%/ � ,
'* (% %� � & 1 �%(,3
A ∈ A

�
P(A) = mes(A)/mes(Ω).
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 �-'1)*''� �#%& #./ 0	'0� ,& %),/ '%-. #
 .* 3�'�
σ

*(0.0)',-. � (%)%(�. � 1 $1/ -, . #%/ ,3 �1'$� ,
 (,
-'%3 �& ,''%3 �%
�1(%)%� .*$ �)*'%3 & ,/ 0 � #�#�*# � ! %  1�*�*
 �'#''�& (%)� 0'0 �

�
 %! , 
 %� � & 1 '* ),(�%),(',
σ

*
 �#�/ 0 �

�>F>@> J�
 � ,
� 1',)#/ -0. #.1 �'*� %(0. �-� *).%�1-'* �1�0'$* �
� $! % -.1(#'. �%3(# ) %('%& 1 '*�/�& $1 � .% �& %� # �1-./ ,.0-� � ,
�'*
%& %� (,)	0'%� � � $! % 1 �/ %.0
 #� '%& 1 � .% � , � $,
 �'0& .%
)*/ 0� #& � � %� '# �#/ #%�.�� 1)*.0 -#�# �/ %�
 #& %� )0�%/ 1� ),' )0 
/ ,�0) '*)& *''� �/ 0� %(0.0 '* �1�0'$1 
 -,(*.0 1 �#/�0
 *).%�1-�� $0
 � ,( �3(# � �'. #/ )*
 / 1�1 & ,� *).%�1-*& 0 ) $%� '%& 1 '*�/�& $1-$
 *(* � � )� , '* �1�0'� , ' ,$%
0 '# �1)* � ,
 �� #� ',� %(0' *).%�1- �
�#/ #� � ,)/ %$1 )0� )0
 %-� � ! % � (,)	0'%� -.1(#'. �1-./ ,	*)-� 1 �/*�0 	*-. ,� #� ',� � .%)*/ 0� #& � � $ �# & %� '* �%� -'0.0 �

8�? 	R�>77R E�.�;�S $ E�#$��"� C��"�!��5��;� E!�5��!$ � "��E�"�� �
��� !��E�� �.�� ���"�!��5�� � I��$.2��� "�E!�#$"��2 �� ����9 S�25�
"�� �5$"$ " :�5� �� + <"�.�� H ���$ �� E!�5��! �.������!��< E�� �C
"�#�!��� E!����� �D �+� H � � �$.9 "��E�"�� �S "��E!�".���� �"��#$�
5� " ��E!�� $ �� ���C���� � �":��� H E ����!)� � ��5�$E�� "��E!�".��
��� $ ���$ 5����$ ��E!�� $� -����:��� :�!��

a
:�5.� ����!"�.$

�D �+� H � ��$ "��E�"���S ������ "��E!�".���� �"��#$5� " ��E!�� $ ��
% �.2��;� ��"�!�%� � � � � 5�$���� E!�<����2 �� �$E�� $ " ������
:�5$

t ∈ (0; 5],
�� "�� ��� �� ��"�!�% � �� $��"� H � �

0 < t ≤ a
H �� �

�� � �":��� H � � �
a < t ≤ 5

� G�����!�:�� C��"�!��5�2 E�!%�� E�� ��
�E���!�� � �� ��"�!�% �� 5 .���S

a/5
H �!$;�� �E���!�� � �� � �":��� �

�
(5 − a)/5.

� � � ���!��$"���5� ;�E����� E!� ��� "����5�2 �E�5$
"�E!�#$"��2 �� ��E���;�9 ��E!�"������� ;�����!�:��� C��"�!��5�� H
�� ��!���S�� �

a

5
:

5 − a

5
=

a

5 − a
=

1

4
⇔ a = 1.

P :F98?:F< 
 �"��#$5 H � � E��"����2 5�$����� �� ��"�!�% � H "��E!�"�
.� S�25� :�!�� � <" E�5.� "��E!�".���� �"��#$5� H � �C "��� 5�$�����
�� ���C���� � �":��� �

%
-6+ G58 G ')'F ;<=I
@ <A? <C D Q67-E5@0B2> 97/'97/2B C �/1(621 /'(6+M 9+A62 P @7;6(17,21 ;(-4//4 129+6-(8 Q5-BE+8 + -(1' ;(-4//4 +-/'F6737 P =( @-7L-(6(@?2623( 9-(:2-5 +-/'F6(1-2* Q5-BE+> C
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 � ������ �� ��� �� 
 ������ ���� �������
��7>@577R �J� 
 � %(,3 � � 	 ,& %),/ ',-'%�% �/ %-. %/ 1 (Ω, A,P)

'*

�0)*�. � '#�*
 #� '0& 0 � � $! % 
& %),/ ',-. � %('%	*-'%�% � (,
-'#''�
�%(,
 � , 	 (%/ ,)'�  (%�1.$1 
& %),/ '%-. #
 �0� �%(,
 �

P(A ∩ B) = P(A) ·P(B).
1�E!� .�� H E�� �� H � � E�.�;�9�2 $ "�E������ E�"���  �.2 �5�� �:� 

��  �����$ � �"�< ��!2�< H :���!2�< � �� �� �� ;!�.2��<  $#� �" E�� :�5
;!� H E!�!���� ""����� ����.������ � T� � E�� �� 5E!�"� � '#�*
 #� ',(
� $
 *-0	'%3 
& %),/ '%-. ,�
�>??>�577R �� 
 � $! % �%(,3 � , 	 
& %),/ ',-'%�% �/ %-. %/ 1 (Ω, A,P)'#�*
 #� ',� .% '#�*
 #� '0& 0  �%(,3 � ,

B̄.
� 8?5F577R 


P(A ∩ B̄) = P(A\B) = P(A\(A ∩ B)) =
= P(A) − P(A ∩ B) = P(A) − P(A) ·P(B) = P(A) · (1 − P(B)) =
= P(A) · P(B̄).
�>??>�577R �� 
 � %(,� � 
& %),/ ',-. � � $%3 (%/ ,)'�  � *�% �� '#�*


 #� '* ),( �1(�
� $%3 ,'� %3 �%(,3�
� 8?5F577R 
 ���"�!��5�2 E�� �� H � � S E ���������9 E�� �� C��"�!��5��
D H �;���� � �� ��� ��!�"�9S �$.9 H ���$ E�� �� � ���"�!��5�9 D ����.����
"����5�� #$�2�� �� E�� �� � 1���.����5�2 E�� �� C��"�!��5�� � � ��5. ��� 
E�E�!���2�;� ��$"������ 3	 �
��7>@577R �J� 
 � 
� .*$0� �%(,
 � , 	 
& %),/ ',-'%�% �/ %-. %/ 1
(Ω, A,P)

� ! %
P(B) > 0

� 1& %)'%� 
& %),/ ',-.� �%(,3 � �* 1& %)0 )0 
$%'*''� �%(,3 	 � ! % �%�'*	*�. �
P(A|B)

� '*�0)*�. � .*$# ),('%

� #''� �

P(A|B) = P(A ∩ B)/P(B).
�>??>�577R ��
 � 
� '#�*
 #� '0� �%(,
 � , 	 � (#

P(B) > 0
� 1& %)
'* 
& %),/ ',-. � �%(,3 � �* 1& %)0 )0$%'*''� �%(,3 	 (%/ ,)'�  
& %
),/ '%-. , �%(,3 � �

P(A|B) = P(A).
�� ���

�>F>@> J= 
 � #� *
 ) 1/ ',  
 � ,
 , $1
 , 
 
 	%/ ',� � )* �/ *)� , )0
& *

�. � �% %(',
 $1
 , � 1/ '0 � "%� �
�'#& % �%(,3� � � �%� )* � ,
 %3 $1
 ,1 �#/� %�% �/ *)�� � 	 � �%� )* � ,
 %3 $1
 , 1 (/ 1�%�% �/ *)�� � �0  �%(,3'#�*
 #� '0& 0 �
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 � ��!��$9:�52 ;�E����� E!�  .�5�:��C !��E�� �. ����
"�!��5��C H ��S�� �

• C��"�!��5�2 E�� ��
A

��!�"�9S ��� � E��!�#�� "���;�$�� ���$ �
�"�< #�.�<  $.2 H  �.� " $!�� S ,  $.� �

• C��"�!��5�2 E�� ��
A

�� $��"� "� ������ E�� ��
B

��!�"�9 S ��' �
E��!�#�� "���;�$�� ���$  $.9 � �!2�< H � � ��.�%�.�5� " $!�� �

1/2 6= 1/3
H ��#�� !�"��5�2 ����� �� 5E!�"��$S�25� �

P :F98?:F< 
 M�  .�5�:��� C��"�!��5�� " ���� � E�� �� ��.���� ���� "��
����� �
��7>@577R �J� 
 � %(,3

A1
�

A2
� ���

An

& %),/ ',-'%�% �/ %-. %/ 1

(Ω, A,P)
'*�0)*�. � '#�*
 #� '0& 0 ) -1$1�'%-. ,� � $! % (
� (%),
 �
'0�

k = 1, 2,
��� �

n
,
1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n

�

P(Aj1 ∩ Aj2 ∩ · · · ∩ Ajk
) = P(Aj1 ) · P(Aj2 ) · · ·P(Ajk

).45865�> �J�
 � #� *
 � �%(,

A1

�
A2

� ���
An
,& %),/ ',-'%�% �/ %-. %
/ 1 (Ω, A,P)

'#�*
 #� ', ) -1$1�'%-. ,� �%(, 
& %),/ ',-. � � (,
-'#''�
�/ 0'*
&', %(', 3 � �#/ #
 ,	#'0� �%(,
 (%/ ,)'�  �

P(A) = 1 − (1 − P(A1)) · (1 − P(A2)) · · · (1 − P(An)).
�� �'�

� 8?5F577R 
 -����:��� :�!��
A

E�� �9 H � � E�.�;�S " ���$H � � "�� �
#$"�S�25� E!���C��� ���� � E�!�. �:���< E�� �C � T�� � ��S�� �

P(A) = 1 − P(Ā) = 1 − P
(
A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An

)
=

= 1 − P
(
Ā1 ∩ Ā2 ∩ · · · ∩ Ān

)
= 1 − P

(((
Ā1 ∩ Ā2

)
∩ · · · ∩ Ān

))
=

= 1 − (1 − P(A1)) · (1 − P(A2)) · · · (1 − P(An)),
�� E�!%� !�"��5�2 "�E.�"�S �� ��$"������ 33 H �!$;� � � ����:����
E�� ��

A
H �!��� � � ��5. �� $ E!�"�. ��!���� �.� �E�!�)�C � ��������

�� H :��"�!�� � � �5�)����"��5�� �# �S������ ������ H � � S ��5. �� ��
�5�)����"��5�� ��� �9� )�� "�5.�".9"��2 H � E ���� � � ����:���� ���
��.����< $ 5$ $E��5�� E�� �C �
�>F>@> JJ 
 � #�*
 #� '% %(0' ),( %('%�% � -./ ,
 �� ,) -./ ,
��. � 1.1 -*& 1 � ,
 � � �& %),/ ',-. � )
 1	*''� (
� $%� '%�% � '0� -. *'%)0. �
q ∈ (0; 1)

� �$,
 �$0 �%./ ,�'% -./ ,
 �� ,)� ! %� ,& %),/ ',-. � )
 1	#''� 1
� ,
 � �1
 * '# & #'� %� � ',�

a ∈ (0; 1)
�



���


8�? 	R�>77R 
 ���"�!��5�2 ".$:���� " )�.2 �;���� � ��"�� ���9 /�!�
�$.�9 ���' � ��!�"�9S �

1 − (1 − q)n � *��� H ����:$ �"����� �� !��" �� �
����� �� �� ��! �"��5�� �

a < 1 − (1 − q)n ⇔ (1 − q)n < 1 − a.P :F98?:F< 

n > log1−q(1 − a).

��7>@577R �O� 
 � 0�*($%), �%(,3
H1

�
H2

� ��� �
Hn
1.)%/��. � �%)'1

�/ 1�1 �%(,
 � � $! % �
• � , �%(,3 �%�*/ '% '#-1& ,-',� .%�.% Hj ∩ Hk = Ø

� � $! % j 6= k
�

• H1 ∪ H2 ∪ · · · ∪ Hn = Ω
�

45865�> �J= �� 86�?;> 98?78� ��8?:678B> :� 
 � #� *
 )0�*($%),
�%(,3

H1
�

H2
� ��� �

Hn
1. )%/��. � �%)'1 �/ 1�1 �%(,
 � (%(*.'0& 0


& %),/ '%-.�& 0 �
P(Hj) > 0

(
� )-,�
j = 1, 2, ... , n

� �%(, (
� (%
),
 �'%3 �%(,3 � -�/ *)(� 1 . �-� .*$* / ,)',-. � �

P(A) =

n∑

j=1

P(Hj) ·P(A|Hj).

� 8?5F577R 

(A∩Hj)∩(A∩Hk) ⊂ Hj ∩Hk = Ø

�.� !����<
j
H
k
� T��$

E!�"� :�5���� �5����2�� !�"��5�� ��!�"�9 S �

n∑

j=1

P(A ∩ Hj) = P




n⋃

j=1

A ∩ Hj



 = P(A ∩ Ω) = P(A).

��7>@577R �O� �� 86�?;> E>��B>� 
 � #� *
 )0�*($%), �%(,3
H1

�
H2

� ��� �
Hn
1. )%/��. � �%)'1 �/ 1�1 �%(,
 � (%(*.'0& 0 
& %),/ '%-
.�& 0 �

P(Hj) > 0
(
� )-,�

j = 1, 2, ... , n
� �%(, (
� (%),
 �'%3)0�*($%)%3 �%(,3 � � (%(*.'%� 
& %),/ ',-.�

P(A) > 0
, (%),
 �'%�% �1 & #� *� ),( � (% � )$
�	'% -�/ *)(� 1 . �-� .*$* / ,)',-. � �

P(Hj |A) =
P(Hj) ·P(A|Hj)

n∑
k=1

P(Hk) ·P(A|Hk)
.

�� �, �

� 8?5F577R 
 M;���� � ����:����� $��"��� C��"�!��5�� H :�5�.2�� 
E!�"�� :�5���� /�!�$.� N�S5� �� �, � ��!�"�9 S

P(Hj ∩A)
H �������� 

��;���� � /�!�$.�9 E�"��� C��"�!��5��� ��!�"�9S
P(A)

H � �<�S "�����
%���� ��;���� � ����:����� $��"��� C��"�!��5��� ��!�"�9S

P(Hj |A).
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�>??>�577R �= 
 � %'�..� �%)'%3 �/ 1�0 �%(,
 � �%/& 1
 1 �%)'%3

& %),/ '%-. , 
 �%/& 1
0 � *
 -* & %� '* 1�*�*
 �'0.0 '* )0�*(%$ �
 ,

	#''%3 �%-
 ,(%)'%-. , �%(,
 �

�0�*($%), �%(,3 {Hj}+∞
j=1

1. )%/��. � �%)'1 �/ 1�1 �%(,
 � � $! %

Hj ∩ Hk = Ø
�.�

j 6= k,

+∞⋃

j=1

Hj = Ω.

� $! % 
& %),/ ',-. � $%� '%3 . *$%3 �%(,3
Hj
(%(*.'*� .% (
� (%),
 �'%3

�%(,3 � & * & % �
P(A) =

+∞∑

j=1

P(Hj) ·P(A|Hj).

� $! % �
P(A) > 0

� .% & * & % �
P(Hj |A) =

P(Hj) ·P(A|Hj)
+∞∑
k=1

P(Hk) ·P(A|Hk)

.

�� 
� 
 � ���� ������� ������ ��
45865�> �JJ 
 � #� *
 � �%(,


A1
�
A2

� ���
An
,& %),/ ',-'%�% �/ %-. %/ 1

(Ω, A,P)
'#�*
 #� ', ) -1$1�'%-. , 
 & *�. � %('*$%)1 
& %),/ ',-. � � �

�%(, 
& %),/ ',-. � � (,
-'#''� / ,)'% � �%(,
 � (*'0� � (%/ ,)'�  �

Pk,n = Ck
npk(1 − p)k.

�� �+�
� 8?5F577R 
 ���"�!��5�2 �E�5���� E�� �� � �!�"�9 S 5$�� C��"�!��5��C
��5$��5��< E�� �C �

P (B1 ∩ B2 ∪ · · · ∩ Bn) = P(B1) ·P(B2) · · ·P(Bn),
�� �3�

�� ��.�
j
" ����< "�� � ��

n
" .9:�� � E�� ��

Bj
S E�� �S9

Aj
��� �<

S
k

E�� �C � �#� � � ��E�"������ ��� �< S
(n − k)

E�� �C � � 6���� �� �C
������ ���3� ��!�"�9S

pk(1 − p)n−k H � �<��  �.2 �5�2 ��!�"�9 S
Ck

n

�
I��" ���$"���� ����: �� ��E���;�9 ��"������ ���!��� ����"�9�2-� #& %� � #/ '1

 , �#� 5<���9 � E�"�!������  $.� H #� #$�2�� $ ��� �:$H

� $ !��" ���$9�2 �� )�S9 5<���9 H ����� !��;.����� � ����:$ E!�
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#�;���!���"� "�C�����  $. � � $!�� H � � ��5���2 #�. � � :�!��  $.� H �
E���.2%�� E�"�!������  $.� " $!�$� (�!�$.$ �� �+� ����"�9�2 �%/ 
& 1
 %� � #/ '1
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ξ(ω) − a

σ
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x − a

σ

}
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=
1√

2πσ2
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(
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2σ2
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dt =

=
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2π
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−∞
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(
− (t − a)2
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)
d

(
t − a

σ
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=

1√
2π

(x−a)/σ∫

−∞

e−t2/2dt.
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ξ
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, F (xm + 0) ≥ 1
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ξ
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xm
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xm∫
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1
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Mξ
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Dξ
� � $! % ),(�%),('% ,-'1�. � ,'. #�/*
0 �

Mξ =

+∞∫
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x p(x) dx; Dξ =

+∞∫

−∞

(x − Mξ)2 p(x) dx.
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x dF (x); Dξ =
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(x − Mξ)2dF (x).
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 �'%3 '#�#/ #/ )'%3 '* [a; b]
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g
& * & % �

b∫

a

g(x) dF (x) = lim
λ({xj})→0

n∑

j=1

g(τj)(F (xj) − F (xj−1)).
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Mξ =
a√

2πσ2

+∞∫
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���
(
− (t − a)2

2σ2

)
dt +

+
1√

2πσ2

+∞∫

−∞

���
(
− (t − a)2

2σ2

)
· (t − a) dt = a,
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ξ
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Mξk =

+∞∫

−∞

xk dF (x); M(ξ − Mξ)k =

+∞∫

−∞

(x − Mξ)k dF (x).
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A
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νn(A) = kn(A)/n
�
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Ω
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xj
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x1, x2
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xn

����"�9�2 -�%-. #/ #� #''�& 0
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x
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.�;�S " ���$H � � !��$.2��� 5E�5��!������ ���%�C H ���
x
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F ∗
n(x) =

{:�5.� ��<
xj ,
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xj < x}

n
.
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