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План доповiдi
1 Схема Горнера

Мотивацiя запровадження
Подання таблицею

2 Дiлення многочленiв з лишком
Можливiсть дiлення многочленiв з лишком
Запис дiлення многочленiв з лишком
Схема Горнера як запис дiлення на двочлен
Демонстрацiя роботи

3 Застосування
Обчислення величини многочлена
Розкладання за степенями двочлена
Кратнiсть кореня

4 Рацiональнi коренi многочлена
Основа перебору
Лема для оптимiзацiї перебору
Основа оптимiзацiї перебору
Приклад розв’язання рiвняння
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Мотивацiя запровадження

Для зменшення кiлькостi виконуваних операцiй
i вiдповiдно зменшення ймовiрностi помилки

обчислювати значення многочлена:

f(x) = f0 + f1x+ f2x
2 + · · ·+ fn−1x

n−1 + fnx
n =

= fnx
n + fn−1x

n−1 + · · ·+ f2x
2 + f1x+ f0

зручно за такою формулою:

f(c) = ((· · · ((fnc+ fn−1)c+ an−2)c+ · · · )c+ a1)c+ a0.
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Подання таблицею
Промiжнi й остаточнi результати записують у таблицю, в якiй:

елементи 1-го рядка, починаючи вiд 2-го елемента, —
коефiцiєнти многочлена, записанi у порядку спадання степеня
змiнної;
елемент 2-го рядка, починаючи вiд 3-го елемента, дорiвнює
сумi елемента таблицi над обчислюваним елементом i
попереднiм елементом рядка, помноженим на c, що є 1-им
елементом 2-го рядка.

fn fn−1 fn−2 ... f0
c fn fn−1 + cfn fn−2 + c(fn−1 + cfn) ... f0 + c(...(fn−1 + cfn)...)

Таку таблицю i вiдповiдний алгоритм називають схемою Горнера.

Iсторична довiдка
Вiльямс Джонс Горнер (1786–1837) — англiйський математик.
Працював у галузi алгебри.
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Теорема
У множинi многочленiв над довiльним полем можна дiлити з
лишком на вiдмiннi вiд 0 многочлени так, щоб лишок дорiвнював 0
або його степiнь був менший, нiж степiнь дiльника.

Доведення
Використаємо метод математичної iндукцiї за степенем дiленого
для дiльника f(x) степеня n зi старшим коефiцiєнтом fn 6= 0.

База iндукцiї
Якщо степiнь дiльника бiльший, нiж степiнь дiленого, то частка
дорiвнює нулю, а лишок — дiленому.

Припущення iндукцiї
Припустимо, що для всiх многочленiв, степiнь яких не перевищує
m, iснує подання сумою: f(x) · q(x) + r(x), де q(x) та r(x) —
многочлени змiнної x, причому r(x) = 0 або степiнь r(x) менший,
нiж n.
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Можливiсть дiлення многочленiв з лишком

Крок iндукцiї
Нехай g(x) = bm+1x

m+1 + bmxm + bm−1x
m−1 + · · ·+ b1x+ b0 —

довiльний многочлен при m+ 1 ≥ n, bm+1 6= 0. Маємо:

g(x) =
bm+1x

m+1−n

an
f(x) +

(
g(x)− bm+1x

m+1−n

an
f(x)

)
,

де вираз у дужках — многочлен, степiнь якого не перевищує m, для
якого за припущенням iндукцiї iснує подання сумою
f(x) · q(x) + r(x).

g(x) = f(x)

(
bm+1x
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an
+ q(x)
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+ r(x),

де q(x) та r(x) — многочлени змiнної x, причому r(x) = 0 або
степiнь r(x) менший, нiж n.
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Запис дiлення многочленiв з лишком
Дiлення з остачею у многочленiв здiйснюється так само,

як i дiлення цiлих чисел — “у стовпчик”.

Приклад

Подання: 6x5 − 17x4 + 25x3 − 31x2 + 13x+ 10 =
= (2x2 − 3x+ 1)(3x3 − 4x2 + 5x− 6)− 10x+ 16 —
отримують у результатi виконання таких дiй:

6x5 − 17x4 + 25x3 − 31x2 + 13x+ 10 2x2 − 3x+ 1

6x5 − 9x4 + 3x3 3x3 − 4x2 + 5x − 6

− 8x4 + 22x3 − 31x2

− 8x4 + 12x3 − 4x2

10x3 − 27x2 + 13x
10x3 − 15x2 + 5x

− 12x2 + 8x+ 10
− 12x2 + 18x− 6

− 10x+ 16
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Схема Горнера як запис дiлення на двочлен
Подiлити з лишком многочлен f(x) на двочлен (x− c) означає

знайти такi многочлен q(x) i число r, при яких
f(x) = (x− c)q(x) + r.

Запишемо останню рiвнiсть детально:
f0x

n+f1x
n−1+f2x

n−2+ . . .+ fn−1x +fn=

=(x− c) (q0x
n−1+q1x

n−2+q2x
n−3+ . . .+ qn−2x +qn−1 ) +r .

Прирiвняємо коефiцiєнти при одинакових степенях:

xn : f0 = q0 =⇒ q0 = f0
xn−1 : f1 = q1 − cq0 =⇒ q1 = cq0 + f1
xn−2 : f2 = q2 − cq1 =⇒ q2 = cq1 + f2

. . .
x1 : fn−1 = qn−1 − cqn−2 =⇒ qn−1 = cqn−2 + fn−1

x0 : fn = r − cqn−1 =⇒ r = cqn−1 + fn

Праворуч — запис дiй згiдно зi схемою Горнера.
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Демонстрацiя дiлення на двочлен

Приклад
З допомогою схеми Горнера подiлимо многочлен
f(x) = x3 − 5x2 + 8 на двочлен x− 2.
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Запишемо у верхньому рядку коефiцiєнти початкового многочлена
f0, f1, f2, f3. При дiленнi на (x− c) у нижньому рядку лiворуч
пишемо c.

Олександр Рудик (КУ iм. Б.Грiнченка)Подiльнiсть i коренi многочленiв 27 березня 2020 р. 11 / 26



Демонстрацiя дiлення на двочлен

Приклад
З допомогою схеми Горнера подiлимо многочлен
f(x) = x3 − 5x2 + 8 на двочлен x− 2.

1

f0

−5
f1

0

f2

8

f3

2
c

1

q0

−3

q1

−6

q2

−4

r

· +· +· +

Готуємо у нижньому рядку порожнi клiтини для лишку r
i коефiцiєнтiв частки q0, q1, q2.
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q0 = f0 =
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q2

−4

r

· +

· +· +

q1 = c · q0 + f1 = 2 · 1− 5 =

−3
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Вiдповiдь: q(x) = x2 − 3x− 6, r = −4,
f(x) = (x− 2)(x2 − 3x− 6)− 4.
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План доповiдi
1 Схема Горнера

Мотивацiя запровадження
Подання таблицею

2 Дiлення многочленiв з лишком
Можливiсть дiлення многочленiв з лишком
Запис дiлення многочленiв з лишком
Схема Горнера як запис дiлення на двочлен
Демонстрацiя роботи

3 Застосування
Обчислення величини многочлена
Розкладання за степенями двочлена
Кратнiсть кореня

4 Рацiональнi коренi многочлена
Основа перебору
Лема для оптимiзацiї перебору
Основа оптимiзацiї перебору
Приклад розв’язання рiвняння
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Обчислення величини многочлена
Многочлен f(x) подiлимо з лишком на (x− c):

f(x) = q(x) · (x− c) + r.

Пiдставимо в останню рiвнiсть c замiсть x. Маємо:

f(c) =

Теорема (Безу)
Величина многочлена f(x) у точцi c дорiвнює лишку вiд дiлення
f(x) на (x− c).

Приклад
Знайдемо величину f(x) = x3 − 3x2 + 7x− 5 при x = 3:

1 −3 7 −5
3 1 0 7 16

Вiдповiдь: f(3) = 16.
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Розкладання за степенями двочлена

Приклад
Використовуючи схему Горнера, разкладемо многочлен
f(x) = x3 + 3x2 − 2x+ 4 за степенями двочлена (x+ 2).

1 3 −2 4

−2 1 1 −4 12

−2 1 −1 -2
−2 1 -3
−2 1

x3 + 3x2 − 2x+ 4

= (x2 + x− 4)(x+ 2) + 12 =

= ((x− 1)(x+ 2)− 2)(x+ 2) + 12 =

= (((1 · (x+ 2)− 3)(x+ 2)− 2)(x+ 2) + 12 =

= (x+ 2)3 − 3(x+ 2)2 − 2(x+ 2) + 12.
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Iсторична довiдка
Етьєн Безу (1730–1783) — французький математик. Зробив внесок у
теорiю лiнiйних рiвнянь i визначникiв. Розвинув теорiю
виключення змiнних iз систем рiвнянь вищих степенiв.

Олександр Рудик (КУ iм. Б.Грiнченка)Подiльнiсть i коренi многочленiв 27 березня 2020 р. 15 / 26



Кратнiсть кореня
Наслiдок (теореми Безу)

Якщо — корiнь многочлена f(x), то f(x) дiлиться без остачi на
(x− c).
Кiлькiсть коренiв многочлена не перевищує степеня
многочлена.

Означення

b є дiльником a (позначають так: a
... b або b | a), якщо iснує

таке c, що a дорiвнює добутку bc: a
... b⇔ b | a⇔ ∃ c a = bc. У

даному разi кажуть, що a є кратним b, a дiлиться на b без
лишку.
c є коренем многочлена f(x) натуральної кратностi k, якщо

f(x)
... (x− c)k, але f(x) 6

... (x− c)k+1.

Щоб знайти кратнiсть кореня c, достатньо подiлити многочлен на
лiнiйний вираз (x− c), використовуючи схему Горнера, до тих пiр,

поки остача вiд дiлення перестане дорiвнювати 0.
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План доповiдi
1 Схема Горнера

Мотивацiя запровадження
Подання таблицею

2 Дiлення многочленiв з лишком
Можливiсть дiлення многочленiв з лишком
Запис дiлення многочленiв з лишком
Схема Горнера як запис дiлення на двочлен
Демонстрацiя роботи

3 Застосування
Обчислення величини многочлена
Розкладання за степенями двочлена
Кратнiсть кореня

4 Рацiональнi коренi многочлена
Основа перебору
Лема для оптимiзацiї перебору
Основа оптимiзацiї перебору
Приклад розв’язання рiвняння
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Теорема
Якщо нескоротний дрiб p/q — корiнь многочлена n-го степеня з
цiлими коефiцiєнтами, то чисельник p — дiльник вiльного члена, а
знаменник q — дiльник старшого коефiцiєнта.

Доведення
Розглянемо довiльний многочлен з цiлими коефiцiєнтами:

f(x) = f0 + f1x+ f2x
2 + · · ·+ fn−1x

n−1 + fnx
n.

f

(
p

q

)
= fn

pn

qn
+ fn−1

pn−1

qn−1
+ · · ·+ f1

p

q
+ f0 = 0

⇔ fnp
n + fn−1p

n−1q + · · ·+ f1pq
n−1 + f0q

n = 0

⇔ fnp
n = −q

(
fn−1p

n−1 + · · ·+ f1pq
n−2 + f0q

n−1
) ... q

⇔ f0q
n = −p

(
fnp

n−1 + fn−1p
n−2q + · · ·+ f1q

n−1
) ... p.

Твердження теореми випливає iз взаємної простоти p та q
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Основа перебору

Доведена теорема дає змогу знаходити всi рацiональнi коренi
многочлена з цiлими коефiцiєнтами шляхом перебору скiнченної

кiлькостi варiантiв.

Наслiдок
Для многочлена з цiлими коефiцiєнтами справджуються такi
висловлювання:

цiлий корiнь — дiльник вiльного члена;
рацiональний корiнь многочлена зi старшим коефiцiєнтом 1 —
цiле число.
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Лема для оптимiзацiї перебору

Лема
Якщо p i q — взаємно простi цiлi числа, то для довiльного цiлого m
числа p+mq та q — взаємно простi.

Доведення
Для довiльного цiлого m з взаємної простоти p i q випливає
iснування таких цiлих a та b, при яких:

НСД(p, q) = 1 = ap+ bq = a(p+mq) + (b− am)q = НСД(p+mq, q).

З доведеної леми випливає наступна теорема, яка дає змогу значно
зменшити об’єм обчислень при визначеннi всiх рацiональних

коренiв многочлена з цiлими коефiцiєнтами.
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Основа оптимiзацiї перебору
Теорема
Якщо нескоротний дрiб p/q — корiнь многочлена f(x) з цiлими

коефiцiєнтами, m — довiльне цiле, то f(m)
... (p−mq).

Доведення

f(m) = f(m)− f(p/g) =

= fn

(
mn − pn

qn

)
+ fn−1

(
mn−1 − pn−1

qn−1

)
+ · · ·+ f1

(
m− p

q

)
,

qnf(m) = fn(m
nqn − pn) + fn−1q(m

n−1qn−1 − pn−1) + · · ·+
+ f2q

n−2(m2q2 − p2) + f1q
n−1(mq − p),

що кратне mq − p, бо iснує такий розклад на множники:
ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1).

Твердження теореми випливає з доведеної леми про взаємну
простоту q i p−mq.

Олександр Рудик (КУ iм. Б.Грiнченка)Подiльнiсть i коренi многочленiв 27 березня 2020 р. 21 / 26



Основа оптимiзацiї перебору
Теорема
Якщо нескоротний дрiб p/q — корiнь многочлена f(x) з цiлими

коефiцiєнтами, m — довiльне цiле, то f(m)
... (p−mq).

Доведення

f(m) = f(m)− f(p/g) =

= fn

(
mn − pn

qn

)
+ fn−1

(
mn−1 − pn−1

qn−1

)
+ · · ·+ f1

(
m− p

q

)
,

qnf(m) = fn(m
nqn − pn) + fn−1q(m

n−1qn−1 − pn−1) + · · ·+
+ f2q

n−2(m2q2 − p2) + f1q
n−1(mq − p),

що кратне mq − p, бо iснує такий розклад на множники:
ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1).

Твердження теореми випливає з доведеної леми про взаємну
простоту q i p−mq.

Олександр Рудик (КУ iм. Б.Грiнченка)Подiльнiсть i коренi многочленiв 27 березня 2020 р. 21 / 26



Основа оптимiзацiї перебору
Теорема
Якщо нескоротний дрiб p/q — корiнь многочлена f(x) з цiлими

коефiцiєнтами, m — довiльне цiле, то f(m)
... (p−mq).

Доведення

f(m) = f(m)− f(p/g) =

= fn

(
mn − pn

qn

)
+ fn−1

(
mn−1 − pn−1

qn−1

)
+ · · ·+ f1

(
m− p

q

)
,

qnf(m) = fn(m
nqn − pn) + fn−1q(m

n−1qn−1 − pn−1) + · · ·+
+ f2q

n−2(m2q2 − p2) + f1q
n−1(mq − p),

що кратне mq − p, бо iснує такий розклад на множники:
ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1).

Твердження теореми випливає з доведеної леми про взаємну
простоту q i p−mq.

Олександр Рудик (КУ iм. Б.Грiнченка)Подiльнiсть i коренi многочленiв 27 березня 2020 р. 21 / 26



Основа оптимiзацiї перебору
Теорема
Якщо нескоротний дрiб p/q — корiнь многочлена f(x) з цiлими

коефiцiєнтами, m — довiльне цiле, то f(m)
... (p−mq).

Доведення

f(m) = f(m)− f(p/g) =

= fn

(
mn − pn

qn

)
+ fn−1

(
mn−1 − pn−1

qn−1

)
+ · · ·+ f1

(
m− p

q

)
,

qnf(m) = fn(m
nqn − pn) + fn−1q(m

n−1qn−1 − pn−1) + · · ·+
+ f2q

n−2(m2q2 − p2) + f1q
n−1(mq − p),

що кратне mq − p, бо iснує такий розклад на множники:
ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1).

Твердження теореми випливає з доведеної леми про взаємну
простоту q i p−mq.

Олександр Рудик (КУ iм. Б.Грiнченка)Подiльнiсть i коренi многочленiв 27 березня 2020 р. 21 / 26



Основа оптимiзацiї перебору
Теорема
Якщо нескоротний дрiб p/q — корiнь многочлена f(x) з цiлими

коефiцiєнтами, m — довiльне цiле, то f(m)
... (p−mq).

Доведення

f(m) = f(m)− f(p/g) =

= fn

(
mn − pn

qn

)
+ fn−1

(
mn−1 − pn−1

qn−1

)
+ · · ·+ f1

(
m− p

q

)
,

qnf(m) = fn(m
nqn − pn) + fn−1q(m

n−1qn−1 − pn−1) + · · ·+
+ f2q

n−2(m2q2 − p2) + f1q
n−1(mq − p),

що кратне mq − p, бо iснує такий розклад на множники:
ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ · · ·+ abk−2 + bk−1).

Твердження теореми випливає з доведеної леми про взаємну
простоту q i p−mq.

Олександр Рудик (КУ iм. Б.Грiнченка)Подiльнiсть i коренi многочленiв 27 березня 2020 р. 21 / 26



Приклад розв’язання рiвняння
Задача
Знайти x, якщо 12x4 − 8x3 − 41x2 + 41x− 10 = 0.

Розв’язання
Позначимо лiву частину рiвняння через f(x).
{1, 2, 5, 10} — множина всiх натуральних дiльникiв вiльного члена
f(x);
{1, 2, 3, 4, 6, 12} — множина всiх натуральних дiльникiв старшого

коефiцiєнта f(x).

Рацiональнi коренi рiвняння будемо шукати серед дробiв:
±1, ±2, ±5, ±10,
±1/2, ±5/2,
±1/3, ±2/3, ±5/3, ±10/3,
±1/4, ±5/4,
±1/6, ±5/6,
±1/12 ±5/12.
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Приклад розв’язання рiвняння (продовження 1)

Розв’язання
Обчислимо f(1), використовуючи схему Горнера.

12 −8 −41 41 −10
1 12 4 −37 4 −6

Для нескоротного дробу p/q, що є коренем рiвняння, (p− q) —
дiльник f(1) = −6, тобто одне з чисел ±1, ±2, ±3, ±6.
Звузимо множину можливих рацiональних коренiв:

±1, ±2, ±5, ±10,
±1/2, ±5/2,
±1/3, ±2/3, ±5/3, ±10/3
±1/4, ±5/4,
±1/6, ±5/6,
±1/12 ±5/12,


→



−1, ±2, −5,
±1/2, +5/2,
+1/3, +2/3, +5/3,
+1/4, +5/4,

+5/6


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12 −8 −41 41 −10
1 12 4 −37 4 −6

Для нескоротного дробу p/q, що є коренем рiвняння, (p− q) —
дiльник f(1) = −6, тобто одне з чисел ±1, ±2, ±3, ±6.
Звузимо множину можливих рацiональних коренiв:

±1, ±2, ±5, ±10,
±1/2, ±5/2,
±1/3, ±2/3, ±5/3, ±10/3
±1/4, ±5/4,
±1/6, ±5/6,
±1/12 ±5/12,


→



−1, ±2, −5,
±1/2, +5/2,
+1/3, +2/3, +5/3,
+1/4, +5/4,

+5/6


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Приклад розв’язання рiвняння (продовження 2)

Розв’язання
Обчислимо f(−1) за допомогою схеми Горнера.

12 −8 −41 41 −10
−1 12 −20 −21 62 −72

Для нескоротного дробу p/q, що є коренем рiвняння,
(p− (−1) · q) = (p+ q) — дiльник f(−1) = −72.
Для чисел з набору:

−1, ±2, −5,
±1/2, +5/2,
+1/3, +2/3, +5/3,
+1/4, +5/4,

+5/6

умова: 72
... (p+ q) — справджується лише для таких чисел:

±1/2, 1/3, ±2, −5, 5/3, 5/4.
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Розв’язання
Обчислимо f(2), використовуючи схему Горнера.

12 −8 −41 41 −10
2 12 16 −9 23 36

Для нескоротного дробу p/q, що є коренем рiвняння, 36
... (p− 2q).

З ранiше видiлених чисел: ±1/2, 1/3, ±2, −5, 5/3, 5/4 — цю умову
задовольняють лише такi числа: 1/2, −2, 5/3, 5/4

.

Використовуючи схему Горнера, подiлимо f(x) на (x− 1/2).
12 −8 −41 41 −10

1/2 12 −2 −42 20 0
1/2 12 4 −40 0
1/2 12 10 −35

f(x) =

(
x− 1

2

)
(12x3 − 2x2 − 42x− 20) =

=

(
x− 1

2

)2

(12x2 + 4x− 40) = (2x− 1)2(3x2 + x− 10).
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Приклад розв’язання рiвняння (завершення)

Розв’язання
Подiлимо (3x2 + x− 10) на (x+ 2) за допомогою схеми Горнера:

3 1 −10
−2 3 −5 0 .

У результатi маємо розклад: f(x) = (2x− 1)2(x+ 2)(3x− 5).

Вiдповiдь. −2, 3/5, 1/2 (останнiй корiнь має кратнiсть 2).

Зауваження
Якби многочлен (x− 1/2) не виявився дiльником f(x), то дiлили б
f(x) по черзi на (x+ 2), (x− 5/3), (x− 5/4).
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